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Введение.

Одной из наиболее ярких идей в математике за последние тридцать лет яв-

ляется идея зеркальной симметрии. Как это часто бывает, в математику она

пришла из математической физики. А именно, важную роль в описании пове-

дения элементарных частиц в теории струн играли трехмерные многообразия

Калаби–Яу, то есть многообразия комплексной размерности три, имеющее

нигде не обращающуюся в ноль везде определенную голоморфную 3-форму.

Снабдив такие многообразия симплектической формой и комплексной струк-

турой, их можно рассматривать как, с одной стороны, симплектические, а, с

другой стороны, алгебраические многообразия. Физики заметили, что трех-

мерные многообразия можно разбить на (неоднозначно определенные) пары,

такие что симплектические свойства многообразия Калаби–Яу X (так на-

зываемые браны типа A) соответствуют алгебраическим свойствам парного

многообразия Y (так называемым бранам типа B) и наоборот, симплекти-

ческие свойства для Y соответствуют алгебраическим свойствам для X. Од-

ном из численных проявлений такого соответствия является “зеркальная сим-

метрия ромбов Ходжа”, то есть равенства hi,j(X) = hi,3−j(Y ). Неформально

можно сказать, что приставив зеркало к ромбy Ходжа для X, в нем можно

увидеть ромб Ходжа для Y , откуда и произошло само название “зеркальная

симметрия”.

Почти сразу после того, как было сделано это наблюдение, оно получи-

ло прямое обобщение на случай многомерных многообразий Калаби–Яу, а

также были сформулированы некоторые численные следствия обнаруженно-

го соответствия, которые позволили математически строго сформулировать

идею зеркальной симметрии. Первым примером такого обобщения стала зна-

менитая статья [COGP91], в которой была рассмотрена общая гиперповерх-

ность степени 5 в P4. Для такой гиперповерхности был рассмотрен некоторый

специальный ряд, который строился по (ожидаемым) числам рациональных
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кривых заданной степени, лежащих на рассматриваемой квинтике (согласно

гипотезе Клеменса, такие числа конечны). Было предъявлено некоторое кон-

кретное одномерное семейство, такое, что период для этого семейства, то есть

функция, задаваемая интегралами послойных циклов по послойным формам,

после некоторого преобразования совпадает с этим специальным рядом для

квинтики. Этот принцип, сопоставляющий ряд, построенный по числам ра-

циональных кривых, лежащих на многообразии, периодам двойственного од-

нопараметрического семейства, лег в основу гипотезы зеркальной симметрии

вариаций структур Ходжа.

Дальнейшим обобщением гипотезы зеркальной симметрии стала ее фор-

мулировка для многообразий Фано, то есть многообразий с обильным антика-

ноническим классом. Такие многообразия играют огромную роль в алгебраи-

ческой геометрии: например, они являются главными “строительными кирпи-

чами” в программе минимальных моделей. Кроме того, они имеют очень бога-

тую геометрию; так, на них лежит много рациональных кривых. В отличии от

случая многообразий Калаби–Яу, многообразиям Фано зеркальная симмет-

рия сопоставляет не многообразие такого же типа, а некоторое специальное

одномерное семейство, которое называется моделью Ландау–Гинзбурга. Сло-

ями этого семейства, в частности, являются многообразия Калаби–Яу, кото-

рые зеркально двойствены антиканоническим сечениям многообразия Фано.

Гивенталь (см. [Gi97b]), а позже, независимо и с физической точки зрения,

Хори и Вафа (см. [HV00]) построили, и для случая многообразий Калаби–Яу

и для случая многообразий Фано, такие семейства для полных пересечений

в горенштейновых торических многообразиях (их конструкцию мы более де-

тально опишем чуть ниже).

Дальнейшим шагом стала предложенная Концевичем гипотеза гомоло-

гической зеркальной симметрии, формулирующая зеркальное соответствие

в терминах производных категорий. А именно, многообразию Фано X как
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алгебраическому многообразию можно сопоставить производную категорию

когерентных пучков Db(coh X), а как симплектическому (для выбранной на

нем симплектической формы) — категорию Фукаи Fuk(X), объектами кото-

рой являются лагранжевы подмногообразия для этой формы, а морфизмы

определяются гомологиями Флоера. С другой стороны, подобные категории

можно определить и для модели Ландау–Гинзбурга w : Y → C, то есть для

многообразия Y , снабженного непостоянной комплекснозначной функцией

w, называемой суперпотенциалом. Роль производной категории когерентных

пучков для модели Ландау–Гинзбурга будет играть производная категория

особенностей Db
sing(Y,w), то есть произведение по всем особым слоям факто-

ра производной категории когерентных пучков по подкатегории совершенных

комплексов, а роль категории Фукаи — категория Фукаи–Зайделя FS(Y,w),

объектами которой являются исчезающие к особенностям лагранжевы циклы

(для выбранной на модели Ландау–Гинзбурга симплектической формы). Ги-

потеза гомологической зеркальной симметрии утверждает эквивалентности

категорий

Fuk(X) ' Db
sing(Y,w),

Db(coh X) ' FS(Y,w).

Гипотеза гомологической зеркальной симметрии очень сильна (достаточ-

но сказать, что, согласно теореме Бондала–Орлова, по производной катего-

рии когерентных пучков на многообразии Фано можно восстановить само

это многообразие), но, во многом из-за этого, ее сложно доказать даже для

простейших случаев. В качестве примера упомянем доказательство части ги-

потезы (то есть одной из эквивалентностей в ней) для поверхностей дель Пец-

цо ([AKO06]), торических многообразий ([Ab09]) и некоторых гиперповерх-

ностей ([Sh15]). Поэтому естественным представляется изучение несколько

ослабленной версии гипотезы гомологической зеркальной симметрии, взяв за

определение одно из важных ее свойств. Это позволит эффективно строить
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и изучать зеркальное соответствие, а также его следствия, как для гомоло-

гической зеркальной симметрии, так и для геометрии многообразий Фано.

Таким обобщением является гипотеза зеркальной симметрии вариаций

структур Ходжа, которая исторически возникла раньше гипотезы гомологи-

ческой зеркальной симметрии, и которую мы упоминали в контексте примера

трехмерной квинтики. Она является проявлением того, что из эквивалентно-

сти категорий следует эквивалентность их когомологий Хохшильда, которые,

в нашем случае, соответствуют квантовым когомологиям и вариации струк-

тур Ходжа. А именно, по многообразию X можно построить так называемое

кольцо квантовых когомологий — деформацию обычного кольца когомоло-

гий, структурными константами которой являются трехточечные примарные

инварианты Громова–Виттена рода ноль, то есть ожидаемые числа рацио-

нальных кривых определенной степени, лежащие на многообразии (тут важ-

но, что X является многообразием Фано или “близким” к нему, иначе на нем

не найдется достаточного количества рациональных кривых). С помощью

квантовых когомологий можно определить вторую связность Дубровина, ко-

торая задается квантовым умножением на дивизоры в тривиальном рассло-

ении со слоем H∗(X) и базой — тором, соответствующим решетке Пикара

Pic (X). Решением для соответствующего (регуляризованного) D-модуля яв-

ляется так называемый I-ряд (или, что то же самое, J-ряд Гивенталя), то

есть производящий ряд одноточечных инвариантов Громова–Виттена с по-

томками. С другой стороны, однопараметрическому семейству w : Y → C

можно сопоставить периоды, то есть функции, определяемые послойными

интегралами выбранных симплектических форм по выбранным циклам. Ги-

потеза зеркальной симметрии вариаций структур Ходжа утверждает, что пе-

риоды совпадают (или преобразуются при помощи простых преобразований)

с I-рядом. Иными словами, это значит, что вторая связность Дубровина для
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многообразия Фано совпадает со связностью Гаусса–Манина для двойствен-

ной модели Ландау–Гинзбурга, или что регуляризованное квантовое диффе-

ренциальное уравнение для многообразия совпадает с уравнением Пикара–

Фукса для двойственной модели.

Первый и основной пример выполнения гипотезы зеркальной симмет-

рии вариаций структур Ходжа привел Гивенталь, построив модели Ландау–

Гинзбурга для полных пересечений в гладких торических многообразиях (в

дальнейшем конструкция Гивенталя была обобщена). Этот пример играет

важную роль для настоящей работы, поэтому приведем его.

Пусть T — гладкое торическое многообразие Фано размерности N с

числом Пикара ρ. Пусть D1, . . . , DN+ρ — компоненты его граничного ди-

визора. Пусть X1, . . . , Xk — классы обильных дивизоров на T , высекаю-

щих гладкое полное пересечение Фано X. Предположим для простоты, что

dimX = N − k > 2. Положим X0 = −KT − X1 − . . . − Xk. Выберем базис

{H1, . . . , Hρ} ⊂ H2(T ), состоящий из классов численно эффективных диви-

зоров. Введем формальные переменные q1, . . . , qρ, соответствующие выбран-

ному базису, и обозначим qβ = qβ·H1

1 · . . . ·qβ·Hρ. В работе [Gi97b], что показано,

что свободный член, то есть коэффициент при 1 ∈ H∗(X), регуляризованного

I-ряда для X равен

ĨX0 (q1, . . . , qρ) = exp
(
µ(q)

)
·
∑
β∈K

qβ
∏k

i=0 |β ·Xi|!∏N+ρ
j=1 |β ·Dj|!

β·Dj
|β·Dj |

,

где µ(q) — некоторый простой коррекционный член, а

K = NE1(X) ∩H2(X,Z).

Опишем теперь конструкцию Гивенталя двойственной модели Ландау–

Гинзбурга для X и вычислим ее периоды. Введем N + ρ формальных пе-

ременных u1, . . . , uN+ρ, соответствующих дивизорам D1, . . . , DN+ρ. Решетку
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Пикара с помощью выбранного базиса можно отождествить с решеткой со-

отношений на порождающие вектора лучей веера для T . Запишем соотно-

шения, соответствующие дивизорам Hi, как мономы Лорана Ri от перемен-

ных uj. Для конструкции модели Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя необхо-

димо выбрать так называемое неф-разбиение, то есть разбиение множества

[1, N + ρ] на непересекающиеся подмножества E0, . . . , Ek, такие что для всех

i ∈ [1, k] дивизор
∑

j∈EiDj линейно эквивалентен гиперповерхности Xi. Мо-

делью Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя для X называется подмногообра-

зие LG0(X) в торе SpecCq[u±1
1 , . . . , u±1

N+ρ], заданное уравнениями

Ri = qi, i ∈ [1, ρ],

и ∑
s∈Ej

us = 1, j ∈ [1, k],

с функцией w =
∑

s∈E0
us, называемой суперпотенциалом (здесь Cq =

C[q±1
1 , . . . , q±1

ρ ]). Согласно Гивенталю (см. [Gi97b]), периоды такой модели

равны интегралу

I0
X =

1

(2πi)N+ρ

∫
δ

du1

u1
∧ . . . ∧ duN+ρ

uN+ρ∏ρ
i=1(1− qi

Ri
) ·∏k

j=0

(
1−

(∑
s∈Ej us

)) ∈ C[[q1, . . . , qρ]].

Теорема Гивенталя утверждает, что

ĨX0 = I0
X .

Таким образом, LG0(X) является зеркально двойственной моделью Ландау–

Гинзбурга для X с точки зрения гипотезы зеркальной симметрии вариаций

структур Ходжа. (Выбрав дивизор D ∈ Pic (X) ⊗ C, можно, с помощью ко-

ординат его разложения в базисе {Hi}, специализировать переменные qi и

получить из LG0(X) обычное многообразие с суперпотенциалом.)

Конструкцию Гивенталя можно обобщить, применив ее к полным пересе-

чениям в особых торических многообразиях и, более общо, в многообразиях,
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допускающих “хорошие” торические вырождения, таких, как грассманианы

или многообразия частичных флагов (см. [BCFKS97] и [BCFKS98]). Кроме

того, модели Гивенталя часто можно упростить, мономиально выразив одни

переменные через другие для первой группы уравнений и бирационально для

второй. Суперпотенциал w после первой замены станет многочленом Лорана

отN переменных, многогранник Ньютона которого совпадает с веерным мно-

гогранником для T , то есть выпуклой оболочкой образующих лучей веера для

T . Во многих случаях вторую, бирациональную замену переменных можно

сделать так, что суперпотенциал также будет оставаться многочленом Лора-

на. Кроме того, такие замены соответствующим образом преобразуют инте-

грал Гивенталя. А именно, после ограничения модели Ландау–Гинзбурга на

подтор, соответствующий дивизору D, интеграл примет вид

1

(2πi)N

∫
δ

dx1

x1
∧ . . . ∧ dxN

xN

1− tfX,D
,

где fX,D — некоторый многочлен Лорана (соответствующий торическому вы-

рождению многообразияX). Этот интеграл будет по прежнему периодом для

модели Ландау–Гинзбурга, если бирациональные преобразования бирегуляр-

ны в окрестности циклов, по которым мы интегрируем. Его легко найти,

разложив знаменатель в ряд по t: он равен 1 + [fX,D]0t + [f 2
X,D]0t

2 + . . ., где

через [f ]0 обозначен свободный член многочлена Лорана f .

Рассмотрим горенштейново торическое многообразие. Оно рефлексивно,

то есть многогранник, двойственный его веерному многограннику, целочис-

ленен. Антиканоническую линейную систему на этом торическом многообра-

зии можно описать как линейную систему многочленов Лорана с носителем

в двойственном многограннике. Таким образом, модель Ландау–Гинзбурга

типа Гивенталя для антиканонического сечения торического многообразия

можно описать как антиканоническое сечение в двойственном торическом
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многообразии. Оказывается, для такой двойственности выполняется зеркаль-

ная симметрия и на уровне чисел Ходжа. А именно, рассмотрим горенштей-

ново торическое многообразие T и двойственное ему торическое многообра-

зие T∨ (иными словами, многообразия T и T∨ определяются двойственными

целочисленными многогранниками). Пусть X — полное пересечение Калаби–

Яу в T размерности n, определяемое некоторым неф-разбиением. Батырев и

Борисов (см. [BB96]) определили двойственное неф-разбиение, которое опре-

деляет двойственное многообразие Калаби–Яу Y . Они показали, что

hp,qst (X) = hp,n−qst (Y ),

где hp,qst (X) — струнные числа Ходжа (в частности, в нашем случае они совпа-

дают с числами Ходжа крепантного разрешения многообразия X, которые,

по теореме Батырева (см. [Ba99]), не зависят от конкретного разрешения).

Для многообразий Фано таких равенств напрямую написать нельзя, так как

двойственным объектом для них будут не многообразия, а семейства много-

образий. В работе [KKP17] были (тремя способами) определены так называе-

мые адаптированные числа Ходжа для “вручную компактифицированных мо-

делей Ландау–Гинзбурга” и выдвинута гипотеза о зеркальном соответствии

чисел Ходжа для них. В настоящей работе, в частности, мы изучаем эти ги-

потезы, подкорректировав их и доказав для случая поверхностей дель Пеццо.

Ожидается, что разные версии гипотез зеркальной симметрии согласо-

ваны друг с другом. Это значит, что для предложенных Гивенталем моде-

лей Ландау–Гинзбурга должна выполняться и гипотеза гомологической зер-

кальной симметрии. Более точно, должен быть выполнен следующий ком-

пактификационный принцип: должна существовать послойная компактифи-

кация моделей Ландау–Гинзбурга, которая, после необходимого оснащения

симплектической формой, удовлетворяет гипотезе гомологической зеркаль-

ной симметрии. В частности, слоями для такой компактификации должны

быть многообразия Калаби–Яу, зеркально двойственные антиканоническим
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сечениям многообразия Фано. Эти три свойства (соответствие инвариантов

Громова–Виттена периодам, существование компактификации до семейства

многообразий Калаби–Яу и связь с торическими вырождениями) и легли в

основу следующего понятия, которое является центральным для данной ра-

боты.

Определение. Рассмотрим пару, состоящую из гладкого многообразия

Фано X размерности n и дивизора D на нем. Этому дивизору соответству-

ет орбита антиканонического направления на торе SpecCq, который можно

рассматривать как тор, параметризованный базисом решетки Pic (X). Пусть

ĨX,D0 ∈ C[[t]] — свободный член, то есть коэффициент при 1 ∈ H∗(X), ограни-

чения регуляризованного I-ряда для X на эту орбиту. Торической моделью

Ландау–Гинзбурга для пары (X,D) называется многочлен Лорана f от n

переменных, удовлетворяющий следующим условиям.

Условие периодов: Выполнено равенство ĨX,D0 =
∑

[f i]0t
i.

Условие Калаби–Яу: Существует относительная компактификация

семейства слоев морфизма

f : (C∗)n → C,

тотальным пространством которого является (некомпактное) гладкое

многообразие Калаби–Яу Y .

Торическое условие: Существует вырождение X  TX к торическо-

му многообразию TX , веерный многогранник которого совпадает с

многогранником Ньютона для многочлена f .

Многочлен Лорана, удовлетворяющий условию периодов, называется сла-

бой моделью Ландау–Гинзбурга. Кроме того, мы часто дополнительно будем
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требовать существование компактификации лог-Калаби–Яу, то есть компак-

тификации до семейства над P1, тотальное пространство которого является

гладким, а антиканонический класс является слоем.

Усиленная гипотеза зеркальной симметрии вариаций структур Ходжа

утверждает, что для каждого гладкого многообразия Фано такая торическая

модель Ландау–Гинзбурга существует.

В данной работе мы строим торические модели Ландау–Гинзбурга для

большого класса многообразий Фано, таких как поверхности дель Пеццо и

трехмерные многообразия Фано, полные пересечения во (взвешенных) про-

ективных пространствах и грассманианах, а также строим их компактифи-

кации и изучаем их свойства, инварианты и связанные с ними гипотезы.

Основные результаты диссертации кратко можно сформулировать следу-

ющим образом.

• Предъявлена явная конструкция торических моделей Ландау–Гинз-

бурга для поверхностей дель Пеццо и выбранных дивизоров на них.

• Для поверхностей дель Пеццо подкорректированы и доказаны гипо-

тезы Кацаркова–Концевича–Пантева о зеркальной симметрии чисел

Ходжа. А именно, показано, что из трех наборов определенных этими

авторами чисел Ходжа для моделей Ландау–Гинзбурга один не мо-

жет удовлетворять зеркальной симметрии, а другой необходимо под-

корректировать (изменив градуировку) и наложить для него неко-

торое условие на модель Ландау–Гинзбурга (она должна иметь тип

Фано). Далее доказаны подкорректированные гипотезы Кацаркова–

Концевича–Пантева для поверхностей дель Пеццо.

• Детально изучены торические модели Ландау–Гинзбурга трехмерных

многообразий Фано. А именно, построены компактификации Калаби–

Яу для торических моделей Ландау–Гинзбурга типа Минковского и
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для многообразий Фано, не имеющих моделей типа Минковского, и

описан их слой над бесконечностью. Явно построены торические вы-

рождения, соответствующие торическим моделям Ландау–Гинзбурга,

для случая трехмерных многообразий Фано основной серии. Явно вы-

числены поляризации слоев моделей Ландау–Гинзбурга для трехмер-

ных многообразий Фано основной серии. Тем самым показано, что

эти слои являются поверхностями Шиоды–Инозе, периоды соответ-

ствуют модулярным формам соответствующего уровня, а компакти-

фицированные модели Ландау–Гинзбурга, слои которых двойствены

антиканоническим сечениям многообразия Фано, единственны.

• Построены торические модели Ландау–Гинзбурга для полных пересе-

чений в проективных пространствах.

• Построены слабые модели Ландау–Гинзбурга для полных пересе-

чений в грассманианах. А именно, показано, что модели Ландау–

Гинзбурга для этих многообразий, построенные Батыревым, Кимом,

ван Стратеном и Чиокан-Фонтанином, бирациональны тору, так что

потенциал для них является многочленом Лорана, удовлетворяющим

условию периодов.

• Сформулирована гипотеза, связывающая число Ходжа h1,n−1(X) мно-

гообразия ФаноX размерности n и числа компонент приводимых сло-

ев его модели Ландау–Гинзбурга. Эта гипотеза доказана для компак-

тификаций Калаби–Яу торических моделей Ландау–Гинзбурга для

трехмерных многообразий Фано основной серии и для полных пере-

сечений.

13



• Найдена новая структура на множестве семейств гладких многообра-

зий Фано. А именно, определены базовые линки, связывающие эле-

ментарными проекциями торические вырождения трехмерных мно-

гообразий Фано. Приведен пример того, как такие линки связывают

многообразия Фано основной серии.

• Показано, что для гладких взвешенных полных пересечений диви-

зоров Картье и для гладких взвешенных полных пересечений Фано

коразмерности не больше двух существует хорошее неф-разбиение.

Тем самым показано, что такие многообразия имеют слабые модели

Ландау–Гинзбурга.

Теперь опишем содержание и структуру диссертации. Во введении обосно-

вана актуальность темы исследования, кратко рассмотрена история задач и

их современное состояние, сформулированы основные результаты и описано

содержание работы.

В первой части даются определения и приводятся конструкции, которые

требуются для дальнейшего. А именно, в первом параграфе мы даем опре-

деление инварианта Громова–Виттена рода ноль для классов когомологий

γ1, . . . , γn ∈ H∗(X) на гладком многообразии X как числа

〈τa1
γ1, . . . , τanγn〉β = ψa1

1 ev
∗
1(γ1) · . . . · ψann ev∗n(γn) · [M̄n(X, β)]virt,

если
∑

codim γi +
∑
ai = vdim M̄n(X, β). Здесь ψi — кокасательные линей-

ные классы на стеке Делиня–Мамфорда M̄n(X, β) стабильных отображений

рациональных кривых с отмеченными точками, evi — забывающие отобра-

жения, а [M̄n(X, β)]virt — виртуальный фундаментальный класс виртуальной

размерности vdim M̄n(X, β) = dimX − KX · β + n − 3. В случае, когда все

числа ai равны нулю, эти инварианты называются примарными и являются

ожидаемыми числами рациональных кривых из класса β, лежащих на X и

пересекающих общие представители классов гомологий, соответствующих γj.
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В частности, примарные трехточечные инварианты Громова–Виттена зада-

ют кольцо квантовых когомологий, которое является деформацией обычного

кольца когомологий.

Во втором пункте этого параграфа определены I-ряды. А именно, одно-

точечные инварианты Громова–Виттена можно “упаковать” в I-ряд

IX(q1, . . . , qρ) = 1 +
∑
β∈K

∑
i,j>0

〈τiµj〉βµ̌jqβ,

где сумма берется по всем кривым из множества эффективных кривых K и

базису µ1, . . . , µN в H∗(X), так что µ̌1, . . . , µ̌N — двойственный базис. Этот

ряд лежит в пополнении пространства H∗(X) ⊗ Cq, где Cq — кольцо Но-

викова, определенное следующим образом. Рассмотрим базис {H1, . . . , Hρ} в
пространстве H2(X), состоящий из численно эффективных дивизоров. Вве-

дем формальные переменные q и σi, 1 6 i 6 ρ, и положим qi = qσi. Для

любой кривой β ∈ H2(X) обозначим

qβ = q
∑
σi(Hi·β).

Кольцо Новикова определяется как кольцо многочленов над C от формаль-

ных переменных qβ с соотношениями

qβ1qβ2 = qβ1+β2.

Заметим, что для любой кривой β ∈ K = NE1(X)∩H2(X,Z) моном qβ имеет

неотрицательную степень по всем переменным qi. Нас будет интересовать

регуляризация свободного члена, то есть коэффициента при 1 ∈ H∗(X), этого

I-ряда

ĨX0 (q1, . . . , qρ) = 1 +
∑
β∈K

(−KX · β)!〈τ−KX ·β−21〉β · qβ.

Он является решением регуляризованного квантового дифференциального

уравнения для X. Кроме того, чаще всего мы будем рассматривать ограни-

чение этого ряда на орбиту антиканонического направления на торе SpecCq,
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которая соответствует выбранному на X дивизору D; такой ряд получается

из последнего ряда заменой qβ на e−D·βt−KX ·β.

Второй параграф первой части посвящен базовым определениям и свой-

ствам торических многообразий. В частности, там отмечено, что если такое

многообразие факториально, то решетку, двойственную к решетке Пикара,

можно отождествить с решеткой соотношений на целочисленные порождаю-

щие лучей веера торического многообразия. Таким образом, базису в решетке

Пикара соответствует базис в решетке соотношений на эти порождающие.

Во второй части мы даем приведенное выше определение торической мо-

дели Ландау–Гинзбурга и обсуждаем ее свойства. Мы выделили это опре-

деление и обсуждение ввиду того, что понятие торической модели Ландау–

Гинзбурга является центральным в настоящей работе. В частности, в этой

части изучены периоды для семейства слоев торической модели Ландау–

Гинзбурга и приведена следующая гипотеза.

Гипотеза 2.10. Любая пара (X,D), состоящая из гладкого многообра-

зия Фано и дивизора на нем, имеет торическую модель Ландау–Гинзбурга (в

смысле определения на странице 11).

Она позволяет надеяться, что имеет место следующая картина.

Оптимистическая картина 2.12. Торические вырождения многообра-

зий Фано взаимно однозначно соответствуют торическим моделям Ландау–

Гинзбурга. Для них выполнен компактификационный принцип.

Третья часть посвящена зеркальной симметрии для поверхностей дель

Пеццо. Напомним, что Паскуале дель Пеццо определил их как невырожден-

ные поверхности степени n в Pn. Таким образом, их можно получить друг

из друга проекцией из лежащих на них точек. В частности, если эти точки

достаточно общие, мы получим классическое описание всех (за исключени-

ем квадрики, которую следует рассмотреть отдельно, и поверхностей дель

Пеццо степеней 1 и 2, антиканонический класс которых не очень обилен)

16



гладких поверхностей дель Пеццо как раздутий точек на плоскости P2. Об-

разом проекций из необщих точек будут поверхности дель Пеццо с канониче-

скими особенностями, так как через такую точку могут проходить прямые,

которые стянутся при проекции. Выбирая в качестве центров проекций тор-

инвариантные точки, мы получим горенштейновы торические вырождения

поверхностей дель Пеццо. В первом параграфе части показано, что этим вы-

рождениям соответствуют торические модели Ландау–Гинзбурга (и тем са-

мым подтверждена гипотеза 2.10 в этом случае). С другой стороны, можно

рассмотреть базис в группе Пикара гладкой поверхности дель Пеццо, состоя-

щий из собственного прообраза прямой на P2 и исключительных дивизоров. В

параграфе 3.1 выписаны торические модели Ландау–Гинзбурга для поверх-

ностей дель Пеццо и дивизоров на них в терминах координат таких дивизоров

в выбранном базисе. Это позволяет явно построить и изучить компактифи-

цированные модели Ландау–Гинзбурга, соответствующие этим дивизорам.

Кроме того, в этом же параграфе построены естественные компактифика-

ции лог-Калаби–Яу для торических моделей Ландау–Гинзбурга. Слоем над

бесконечностью для такой компактификации является колесо гладких раци-

ональных кривых (количество которых зависит от степени поверхности дель

Пеццо). Это описание согласуется с описанием моделей Ландау–Гинзбурга

поверхностей дель Пеццо и общих дивизоров на них, которое дано в [AKO06].

Второй параграф третьей части посвящен гипотезам Кацаркова–Концеви-

ча–Пантева для поверхностей дель Пеццо. А именно, пусть (Y,w) — модель

Ландау–Гинзбурга для такой поверхности, а Z — ее ручная компактифика-

ция с дивизором на бесконечности DZ . Тогда числа Ходжа модели Ландау–

Гинзбурга f p,q(Y,w) определяются через

f p,q(Y,w) = dimHp(Z,Ωq
Z(log DZ , f)).
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Числа Ходжа модели Ландау–Гинзбурга hp,q(Y,w) определяются следующим

образом:

hp,n−q(Y,w) = dim gr
W (N,n−a)
2(n−p) Hn+p−q(Y, Yb) если a = p− q > 0,

hp,n−q(Y,w) = dim gr
W (N,n+a)
2(n−q) Hn+p−q(Y, Yb) если a = p− q < 0.

Здесь W (N, n+ a) — весовая фильтрация, центрированная в n+ a для лога-

рифма N оператора монодромии в окрестности бесконечности, действующем

в относительных когомологиях Hn+p−q(Y, Yb) гладкого слоя Yb. Для того, что-

бы определение (а точнее, связанная с ним гипотеза) было корректно, на опе-

раторN требуется наложить некоторое условие — он должен иметь тип Фано.

Другое отличие этого определения от данного в [KKP17] является поправка в

градуировке. Мотивация этого определения состоит в том, что по гипотезе го-

мологической зеркальной симметрии оператор N соответствует умножению

на антиканонический класс в когомологиях многообразия Фано, которому

соответствует модель Ландау–Гинзбурга. Третьи числа ip,q(Y,w) определя-

ются через смешанные структуры Ходжа для пучка исчезающих циклов к

особым слоям. Гипотезы Кацаркова–Концевича–Пантева утверждают, что,

во-первых, эти наборы чисел совпадают, а, во-вторых, что

f p,q(Y,w) = hp,n−q(X),

где (Y,w) — модель Ландау–Гинзбурга многообразия X, dim(X) = dim(Y ) =

n.

В третьем параграфе части для поверхностей дель Пеццо показано, что

эти гипотезы не могут быть выполнены, по тривиальным причинам, для чи-

сел ip,q(Y,w), а для остальных чисел эти гипотезы доказаны. Для того, чтобы

найти нужные числа, в параграфе 3.2 изучена топология эллиптических пуч-

ков.
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Четвертая часть посвящена изучению моделей Ландау–Гинзбурга для

трехмерных многообразий Фано; она является центральной в данной рабо-

те. В первом параграфе данной части обсуждаются слабые модели Ландау–

Гинзбурга для таких многообразий, то есть многочлены Лорана, удовлетво-

ряющие условию периодов. Если многообразие Фано имеет очень обильный

антиканонический класс, то такие многочлены можно построить, изучив его

горенштейновы торические вырождения и сопоставив им, согласно принципу

Минковского, многочлены Лорана. Случай не очень обильного канонического

класса рассмотрен отдельно.

Во втором параграфе четвертой части построены компактификации лог-

Калаби–Яу для слабых моделей Ландау–Гинзбурга типа Минковского. Есте-

ственной компактификацией является компактификация в торическом мно-

гообразии, двойственном тому, которое определяется многочленом Лорана.

Слои модели Ландау–Гинзбурга компактифицируются в нем до элементов

антиканонического пучка и, таким образом, имеют тривиальный антикано-

нический класс. Оказывается, что если для коэффициентов многочлена Ло-

рана выполнено условие Минковского, то базисным множеством такого пучка

является объединение гладких кривых (возможно, с кратностями). Раздутие

этого базисного множества и дает требуемое семейство поверхностей типа K3,

антиканоническим классом которого является слой. Эта конструкция дает

описание слоя над бесконечностью модели Ландау–Гинзбурга как гранично-

го дивизора двойственного торического многообразия. Наконец, случаи, ко-

гда многообразие Фано не имеет очень обильного антиканонического класса

и модели Ландау–Гинзбурга типа Минковского, рассмотрен отдельно.

Известно (см. [DHKLP] и [IKKPS]), что изучаемые нами слабые моде-

ли Ландау–Гинзбурга соответствуют торическим вырождениям и, таким об-

разом, являются торическими. В третьем параграфе мы явно строим тори-

ческие вырождения для многообразий Фано основной серии. Для этого мы
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пользуемся общей теоремой для (взвешенных) полных пересечений из пара-

графа 5.4 и теорией схем Стенли–Райзнера.

Наконец, последний параграф четвертой части посвящен вычислению ре-

шеток Пикара для компактифицированных моделей Ландау–Гинзбурга. На-

помним, что общее антиканоническое сечение многообразия Фано индекса

i и степени ik3 с одномерной решеткой Пикара является поверхностью типа

K3, поляризованной одномерной решеткой 〈2n〉, где 2n = ik. По двойственно-

сти Долгачева–Никулина (зеркальной двойственности для поверхностей типа

K3), слои двойственной модели Ландау–Гинзбурга должны иметь поляриза-

цию

Mk = H ⊕ E8(−1)⊕ E8(−1) + 〈−2n〉,

где H — гиперболическая решетка. Такие поверхности являются поверхно-

стями Шиоды–Инозе, то есть куммеровыми поверхностями, соответствую-

щими произведениям эллиптической кривой на n-изогенную, а их (грубыми)

пространствами модулей являются универсальные семейства над модулярной

кривой. В последнем параграфе мы явно вычисляем решетки Пикара слоев

моделей Ландау–Гинзбурга и проверяем, что для них выполнена двойствен-

ность Долгачева–Никулина. Для этого мы используем два метода. Первый за-

ключается в том, что мы описываем интересующие нас слои как разрешения

особых квартик и находим на них достаточно большое число кривых (мно-

гие из них, в частности, являются исключительными кривыми разрешения).

Найдя матрицу пересечения этих кривых мы убеждаемся, что они образу-

ют подрешетку конечного индекса в решетке Пикара. Далее мы пользуемся

некоторыми утверждениями о решетках большого ранга, чтобы убедиться,

что найденная решетка совпадает с решеткой Пикара. Другим методом явля-

ется нахождение на слоях структур эллиптического пучка с сечением. Далее

мы пользуемся теоремами, описывающими решетки Пикара таких пучков че-

рез их особые слои и группу Морделла–Вейля. В качестве следствия наших
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вычислений мы получаем, что если трехмерная модель Ландау–Гинзбурга

для трехмерного многообразия Фано основной серии удовлетворяет условию

Долгачева–Никулина, то такая модель единственна (с точностью до флопов)

и совпадает с построенной нами.

Пятая часть посвящена торическим моделям Ландау–Гинзбурга для пол-

ных пересечений в проективных пространствах. В первом параграфе мы в де-

талях приводим конструкцию Гивенталя для моделей Ландау–Гинзбурга пол-

ных пересечений в гладких торических многообразиях. Во втором параграфе

мы рассматриваем случай полных пересечений в проективных пространствах.

Мы представляем модели Гивенталя многочленами Лорана и находим их пе-

риоды (в частности, мы показываем, что эти периоды совпадают с интегралом

Гивенталя), тем самым проверяя условия периодов. В третьем параграфе мы

строим компактификации лог-Калаби–Яу найденных многочленов Лорана.

Метод, который мы используем, аналогичен методу из параграфа 4.2. Нако-

нец, в последнем, четвертом параграфе мы строим торические многообразия,

соответствующие полученным слабым моделям Ландау–Гинзбурга для пол-

ных пересечений во (взвешенных) проективных пространствах. Оказывается,

они задаются как (образы при отображении Веронезе) полных пересечений

гиперповерхностей тех же степеней, что и исходное полное пересечение, а,

значит, являются их вырождениями. Как итог рассуждений этой части полу-

чаем, что полные пересечения имеют торические модели Ландау–Гинзбурга.

Шестая часть посвящена моделям Ландау–Гинзбурга для полных пере-

сечений в грассманианах. Батырев, Ким, ван Стратен и Чиокан-Фонтанин в

работах [BCFKS97] и [BCFKS98] рассмотрели горенштейново терминальное

торическое вырождение грассманиана и предъявили наборы граничных диви-

зоров такого вырождения, линейно эквивалентные гиперплоскому сечению.

Это позволяет найти большое число неф-разбиений для полного пересече-

ния в грассманиане и построить модель Ландау–Гинзбурга, повторяя аналог
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конструкции Гивенталя. В первом параграфе мы показываем, что некоторые

такие модели бирациональны алгебраическому тору и, таким образом, зада-

ются многочленом Лорана. Для этого мы выбираем некоторое специальное

неф-разбиение. Во втором параграфе части мы находим интеграл Гивенталя,

проверяя, тем самым, условие периодов.

Гипотезы Кацаркова–Концевича–Пантева позволяют восстановить числа

Ходжа многообразия Фано X размерности n, исходя из его моделей Ландау–

Гинзбурга. Однако как мы видели в параграфе 3.2, сделать это не так просто.

В седьмой части мы формулируем гипотезу, которая позволяет восстановить

одно из чисел Ходжа гораздо проще. Пусть LGX — послойно компактная мо-

дель Ландау–Гинзбурга для многообразияX и тривиального (то есть равного

нулю) дивизора на нем. Определим число kLGX как разность числа неприво-

димых компонент приводимых слоев для LGX и числа самих приводимых

слоев. Гипотеза заключается в том, что h1,n−1(X) = kLGX . (Заметим, что

в трехмерном случае это число Ходжа является единственным нетривиаль-

ным.) В этой части мы проверяем эту гипотезу для случая трехмерных много-

образий Фано основной серии, вручную строя их компактификации Калаби–

Яу (к сожалению, компактификации, построенные в параграфе 4.2, почти не

дают информации об особых слоях моделей Ландау–Гинзбурга) и для пол-

ных пересечений, также итеративно строя компактификации Калаби–Яу для

них.

Как уже упоминалось выше, гладкие поверхности дель Пеццо получаются

друг из друга проекциями из достаточно общих точек. Рассматривая проек-

ции из торических точек, можно построить торические вырождения поверх-

ностей дель Пеццо и восстановить гладкие поверхности, деформируя тори-

ческие, так как поверхности дель Пеццо, за исключением случая степени 8,
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образуют неприводимые семейства для каждой фиксированной степени. Та-

кая связь между поверхностями дель Пеццо через элементарные перестрой-

ки (проекции) их торических вырождений хорошо вписывается в теорию их

торических моделей Ландау–Гинзбурга. Эта картина описана в первом пара-

графе восьмой части.

Гладкие трехмерные многообразия Фано классифицированы (см. [Is77]

и [MM82]), однако, к сожалению, описание семейств, которые они образу-

ют, разнородно. Основной мотивацией восьмой части является попытка уви-

деть некоторую структуру на множестве семейств трехмерных многообразий

Фано. Во втором параграфе части дана конструкция такой структуры и при-

веден пример для случая многообразий Фано основной серии (общий случай

отличается от этого лишь громоздкостью и изучен в [IKKPS]). К сожалению,

многообразия Фано нельзя, по аналогии с двухмерным случаем, связать друг

с другом проекциями, хотя бы потому, что многие многообразия не бираци-

онально эквивалентны. Поэтому мы связываем элементарными преобразова-

ниями не сами многообразия, а их торические вырождения, восстанавливая

потом многообразия Фано как сглаживания торических. Эти преобразования

определяют элементарные перестройки (например, добавление одного моно-

ма) соответствующих торических моделей Ландау–Гинзбурга. Более того, эти

модели “помнят” многообразие Фано, к которому должно быть сглажено то-

рическое многообразие, что важно, так как одно и то же торическое многооб-

разие может быть вырождением разных семейств многообразий Фано. Более

точно, мы определяем так называемые базовые линки, которые геометриче-

ски описываются либо как проекция (в полуантиканоническом вложении) из

гладкой точки многообразия, либо как проекция из двойной точки, либо как

проекция из прямой (не лежащей целиком в особом множестве многообра-

зия), либо как проекция из коники (не лежащей целиком в особом множестве
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многообразия). Мы приводим некоторые (достаточно слабые) условия, гаран-

тирующие, что такие проекции являются бирациональными эквивалентно-

стями; эти условия выполнены для торических многообразий. Как результат

мы получаем картину, в которой многообразия Фано основной серии “вы-

страиваются в две цепочки”, см. рисунок 5. Первая цепочка соответствует

многообразиям индекса 1, а вторая — многообразиям индекса 2. Кроме того,

эти цепочки соединены, а также с ними соединены пространство P3 (которое

можно рассматривать как многообразие полуиндекса 2) и квадрика.

Наконец, девятая часть посвящена вопросу существования неф-разбиений

для гладких взвешенных полных пересечений Фано. Напомним, что в случае

полных пересечений в грассманианах (часть 6) такие неф-разбиения легко

находились, а основной проблемой было нахождение бирационального изо-

морфизма модели Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя с тором. Для взвешен-

ных полных пересечений картина противоположна: неизвестно, всегда ли

существует (“хорошее”) неф-разбиение, но как только оно найдено, модель

Ландау–Гинзбурга, аналогичную модели Гивенталя, несложно представить

многочленом Лорана. В первом параграфе части рассмотрен случай полных

пересечений дивизоров Картье. В этом случае существуют сильные числен-

ные ограничения (например, делимость любой степени на любой вес), кото-

рые и позволяют доказать существование хорошего неф-разбиения. В част-

ности, оно существует для гладких гиперповерхностей.

Во втором параграфе части доказано существование неф-разбиения для

случая полных пересечений коразмерности 2. Для доказательства вводятся

некоторые новые структуры — графы специального вида, вершины которых

помечены числами, и специальные функции на этих графах. Графы кодиру-

ют взвешенные проективные пространства, учитывая условие существования

в них гладких полных пересечений Фано. Изучая структуру таких графов,

мы строим необходимое хорошее неф-разбиение.
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Гипотеза 9.1 утверждает, что неф-разбиение существует для любого глад-

кого взвешенного полного пересечения Фано. Первые два параграфа девятой

части подтверждают эту гипотезу в некоторых частных случаях. Третий па-

раграф посвящен подтверждению гипотезы еще в одном случае. А именно, в

нем перечислены все гладкие полные пересечения размерностей 4 и 5 (най-

денные в [PSh16a]) и все неф-разбиения для них.

Автор выражает глубокую благодарность своим коллегам и соавторам

В.В. Голышеву, Н.Илтену, А.Каспрчику, Л.Кацаркову, А.Корти, А. Г.Куз-

нецову, В.А. Лунцу, Д.О.Орлову, Э.Хардеру, И.А.Чельцову, К.А.Шрамову

и многим другим за неоценимую помощь в работе.
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Соглашения и обозначения

Все многообразия считаются определенными над полем комплексных чи-

сел C.

Под инвариантами Громова–Виттена мы будем подразумевать только ин-

варианты рода ноль.

Гомологии H∗(X,Z) и когомологии H∗(X,Z) мы будем обозначать через

H∗(X) и H∗(X) соответственно. Когомологии с компактным носителем (мно-

гообразия X с коэффициентами в постоянном пучке CX) мы будем обозна-

чать через H∗c (Y ). Двойственный по Пуанкаре класс к классу γ ∈ H∗(X) мы

будем обозначать через γ∨. Пространство Pic (X) ⊗ C мы будем обозначать

через Pic (X)C.

Для двух чисел n1 и n2 множество {i | n1 6 i 6 n2} мы будем обозначать

через [n1, n2].

Под многообразиями Калаби–Яу мы будем иметь в виду проективные мно-

гообразия с тривиальным каноническим классом.

Одним и тем же символом мы часто будем обозначать дивизор (Картье)

на многообразии X и его класс в Pic (X).

Гладкую поверхность дель Пеццо степени d (за исключением квадрики)

мы будем обозначать через Sd.

Через Xk−m мы будем обозначать гладкое многообразие Фано (рассмат-

риваемое как элемент семейства многообразий Фано этого типа) с рангом

Пикара k и номером m в списках из [IP99]. Пропущенное многообразие ранга

Пикара 4 и степени 26 мы будем обозначать через X4−2 и сдвигать индексы

многообразий такого же ранга Пикара и большей степени.

Мы обозначим через P(w0, . . . , wn) взвешенное проективное пространство

с весами w0, . . . , wn. (Взвешенное) проективное пространство с координатами

x0, . . . , xn мы обозначаем через P[x0 : . . . : xn]. Аффинное пространство с

координатами x0, . . . , xn мы обозначаем через A[x1, . . . , xn].
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Кольцо C[x±1
1 , . . . , x±1

n ] обозначается через T[x1, . . . , xn].

Целочисленным многогранником ∆ ∈ Zn ⊗ R мы будем называть много-

гранник, вершины которого целые, то есть лежат в Zn.

Мы рассматриваем пучок в бирациональном смысле: пучок для нас —

семейство, бирациональное семейству слоев морфизма на P1.

27



Часть 1. Предварительные сведения.

1.1. Инварианты Громова–Виттена и I-ряды

1.1.1. Инварианты Громова–Виттена. Аксиоматическое определение при-

марных инвариантов было дано Концевичем и Маниным в [KM94]. Инва-

рианты с потомками были определены и построены в [BM96]. Основной

ссылкой для определений будет книга [Ma02].

Рассмотрим гладкое многообразие X.

Определение 1.1 ([Ma02, V–1.3.2]). Пусть C — кривая с n отмеченными

точками. Отображение кривой f : C → X называется стабильным, если она

в качестве особенностей имеет самое большее обыкновенные двойные точ-

ки, отмеченные точки являются гладкими, а отображение f допускает лишь

конечное число инфинитезимальных автоморфизмов (другими словами, на

каждой стягиваемой компоненте C лежит не менее трех отмеченных или осо-

бых точек). Мы будем отождествлять отображения (f, C, {pi}) и (f ′, C ′, {p′i}),
если существует отображение h : C → C ′, такое что h(pi) = p′i и f = f ′ ◦ h.

Определение 1.2 ([Ma02, V–3.3.2]). Пространством модулей отображений

рациональных кривых класса β ∈ H2(X) с n отмеченными точками M̄n(X, β)

называется стек Делиня–Мамфорда (см. [Ma02, V–5.5]) стабильных отобра-

жений кривых рода ноль с n отмеченными точками f : C → X, таких что

f∗(C) = β.

Общей точкой этого стека является отображение P1 → X, на границе эти

отображения вырождаются в отображения приводимых кривых.

Определение инвариантов Громова–Виттена дается в терминах теории пе-

ресечений на стеках M̄n(X, β), которую можно ввести благодаря тому, что ло-

кально они являются фактором гладкого многообразия по конечной группе.

Однако эти стеки не всегда имеют ожидаемую размерность. Чтобы корректно

28



оперировать с произведениями когомологических циклов на них, необходи-

мо ввести виртуальный фундаментальный класс [M̄n(X, β)]virt виртуальной

размерности vdim M̄n(X, β) = dimX −KX · β + n− 3 (его конструкцию см.

в [Ma02, VI–1.1]).

Рассмотрим отображения evi : M̄n(X, β)→ X, evi(C; p1, . . . , pn, f) = f(pi).

Пусть πn+1 : M̄n+1(X, β) → M̄n(X, β) — морфизм, забывающий точку pn+1

(и стягивающий компоненты, которые становятся нестабильными при за-

бывании pn+1), а σi : M̄n(X, β) → M̄n+1(X, β) — сечение, соответствующее

отмеченной точке pi, построенное следующим образом. Образом кривой

(C; p1, . . . , pn, f) при отображении σi будет кривая (C ′; p1, . . . , pn+1, f
′), где

C ′ = C
⋃
C0, C0 w P1, C0 и C пересекаются в (не отмеченной на C ′) точке

pi, а точки pn+1 и новая pi лежат на C0. При этом f ′ стягивает C0 в точку, а

f ′|C = f .

C0

pi

pn+1

C

(äðóãèå òî÷êè, êðîìå pi)
pi

C

(äðóãèå òî÷êè, êðîìå pi)

σi

Пусть Li = σ∗iωπn+1
, где ωπn+1

— относительный дуализирующий пучок

πn+1. Слоем Li над точкой (C; p1, . . . , pn, f) является T ∗piC.

Определение 1.3 (см. [Ma02, VI–2.1]). Кокасательным линейным классом

называется класс

ψi = c1(Li) ∈ H2(M̄n(X, β)).

Определение 1.4 ([Ma02, VI–2.1]). Рассмотрим классы когомологий

γ1, . . . , γn ∈ H∗(X).

Пусть a1, . . . , an — неотрицательные целые числа и β ∈ H2(X). Тогда ин-

вариант Громова–Виттена с потомками, соответствующий этому набору,

29



есть

〈τa1
γ1, . . . , τanγn〉β = ψa1

1 ev
∗
1(γ1) · . . . · ψann ev∗n(γn) · [M̄n(X, β)]virt,

если
∑

codim γi +
∑
ai = vdim M̄n(X, β), и 0 иначе. Если все ai = 0, то

такие инварианты называются примарными и равны ожидаемому количеству

рациональных кривых класса β на X, пересекающих циклы, двойственные

классам γ1, . . . , γn. Символы τ0 мы будем опускать.

1.1.2. I-ряды. Для того, чтобы оперировать с инвариантами Громова–

Виттена, их “пакуют” в различные структуры. Простейшие инварианты —

одноточечные (n = 1); их принято записывать с помощью I-рядов.

Пусть гладкое многообразие Фано X размерности N имеет число Пикара

ρ. Выберем базис

{H1, . . . , Hρ}

в пространстве H2(X), такой, что для каждого номера i ∈ [1, ρ] и любо-

го класса β в конусе эффективных кривых K на многообразии X выполне-

но Hi · β > 0. Введем формальные переменные q и σi, i ∈ [1, ρ], и положим

qi = qσi. Для любой кривой β ∈ H2(X) обозначим

qβ = q
∑
σi(Hi·β).

Рассмотрим кольцо Новикова Cq, то есть групповое кольцо для H2(X). Мы

будем рассматривать это кольцо как кольцо многочленов над C от формаль-

ных переменных qβ с соотношениями

qβ1qβ2 = qβ1+β2.

Заметим, что для любой кривой β ∈ K моном qβ имеет неотрицательную

степень по всем переменным qi.
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Определение 1.5 (подробнее см. в [Gat02], [Prz07a]). Пусть µ1, . . . , µN —

базис H∗(X), а µ̌1, . . . , µ̌N — двойственный базис Тогда I-ряд (или J-ряд

Гивенталя) для X задается следующим образом.

IXβ = ev∗

(
1

1− ψ · [M̄1(X, β)]virt

)
=
∑
i,j>0

〈τiµj〉βµ̌j,

IX(q1, . . . , qρ) = 1 +
∑
β∈K

IXβ · qβ.

Свободным членом I-ряда IX0 называется функция

IX0 (q1, . . . , qρ) = 1 +
∑
β∈K
〈τ(−KX)·β−21〉β · qβ,

где через 1 обозначен фундаментальный класс. (Для одноточечных инвари-

антов отображение ev и кокасательный линейный класс единственны, и мы

опускаем их индексы.) Ряд

ĨX0 (q1, . . . , qρ) = 1 +
∑
β∈K

(−KX · β)!〈τ−KX ·β−21〉β · qβ

называется свободным членом регуляризованного I-ряда для многообра-

зия X.

Рассмотрим класс дивизоров H =
∑
αiHi. I-ряды (обычный и регуляри-

зованный) можно ограничить на направление, соответствующее этому диви-

зору, положив σi = αiσ и t = qσ. Имея класс дивизоров D. Нас будет ин-

тересовать ограничение I-рядов на орбиту антиканонического направления,

соответствующего D, для получения которого необходимо заменить в фор-

мулах qβ на e−D·βt−KX ·β. В частности, можно определить ограничение свобод-

ного члена регуляризованного I-ряда на антиканоническое направление (так

что D = 0); оно имеет вид

ĨX0 (t) = 1 + a1t+ a2t
2 + . . . , ai ∈ C.
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1.2. Торическая геометрия

Определение и основные свойства торических многообразий см. в [Da78]

или в [Fu93]. Напомним лишь, что торическое многообразие — это нормаль-

ное многообразие размерности N , на котором действует тор T ' Spec (C∗)N

так, что одна из орбит этого действия является открытым по Зарискому мно-

жеством. Оно характеризуется своим веером, то есть некоторым набором ко-

нусов с вершинами в точках решетки, двойственной к решетке характеров

тора. При этом алгебро-геометрические свойства торического многообразия

переформулируются в терминах свойств этого веера.

Напомним некоторые из них.

Каждому конусу веера κ ⊂ N = Rn размерности r можно сопоставить

орбиту тора размерности N − r. Так, каждому ребру веера (одномерному ко-

нусу) можно сопоставить (эквивариантный) дивизор Вейля. А именно, пусть

Σ ∈ N ⊗R, N = Zn, — веер торического многообразия XΣ, а σ ∈ Σ — произ-

вольный конус. ПустьM — решетка, двойственная решетке N , относительно

какого-нибудь невырожденного спаривания 〈·, ·〉, а σ∨ — двойственный конус

для σ (то есть σ∨ = {l ∈M|〈l, k〉 > 0 для всех k ∈ σ}). Пусть Uσ = SpecC[σ∨]

соответствует σ. Многообразие Xσ получается из аффинных многообразий

Uσ, σ ∈ Σ, путем склейки Uσ и Uτ вдоль Uσ∩τ , σ, τ ∈ Σ. Таким образом, если

l ⊂ σ ∈ Σ — ребро веера, то дивизор, соответствующий l, ограничивается

на Uσ как Ul ⊂ Uσ. Дивизоры, соответствующие ребрам веера, порождают

группу классов дивизоров. Дивизор Вейля D =
∑
diMi, где Mi — дивизоры,

соответствующие ребрам веера, является дивизором Картье, если для каж-

дого конуса этого веера σ существует вектор nσ, такой что 〈nσ,mi〉 = di, где

mi — примитивные элементы ребер конуса. Если такой вектор один для всех

конусов, то дивизор является главным. Отсюда, если торическое многообра-

зие N -мерно, а количество ребер его веера равно N + ρ, то ранг его группы

классов дивизоров равен ρ.
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Определение 1.6. Многообразие называетсяQ-факториальным, если какая-

то кратность любого дивизора Вейля на нем является дивизором Картье.

Таким образом, на Q-факториальном многообразии естественным обра-

зом можно построить теорию пересечений для дивизоров Вейля.

Торическое многообразие является Q-факториальным тогда и только то-

гда, когда любой конус соответствующего ему веера симплициален. В этом

случае его группа Пикара порождена над Q дивизорами, соответствующими

ребрам веера.

Рассмотрим взвешенное проективное пространство P = P(w0, . . . , wN).

Его веер порождается целочисленными векторами m0, . . . ,mN ∈ RN , таки-
ми что

∑
wimi = 0. Если w0 = 1, то можно взять m0 = (−w1, . . . ,−wN),

mi = ei, где ei — базис в RN . При этом набор векторов {mi} соответствует

набору стандартных дивизоров–стратов {Di ∈ |wiH|}.
Торическое многообразие является гладким, если для каждого конуса σ

соответствующего ему веера полугруппа σ ∩ ZN порождается частью базиса

решетки mσ
1 , . . . ,m

σ
k . При этом добавлению ребра a = a1m

σ
1 + . . .+akm

σ
k , ai ∈

Q, к конусу (и соединению его гранями с “соседними” ребрами) соответствует

взвешенное раздутие вдоль подмногообразия, соответствующего σ, c весами

1/r · (α1, . . . , αk), где αi ∈ Z и ai = αi/r. Добавляя таким образом к вееру

ребра, в конце концов можно торически разрешить особенности торического

многообразия.

В частности, особым множеством взвешенного проективного пространства

P = P(w0, . . . , wN) является объединение стратов, задающихся уравнениями

вида xi1 = . . . = xij = 0, где xij — координата веса wij , а {i1, . . . , ij} — такое

максимальное по включению множество индексов, что наибольший общий

делитель остальных больше единицы, см. лемму 9.4.

Рассмотрим факториальное N -мерное торическое многообразие Фано X

с рангом группы Пикара ρ, соответствующее вееру ΣX в решетке N . Пусть
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D1, . . . , Dn+ρ — его неприводимые граничные дивизоры. Пусть M = N ∨, и
пусть D ∼= ZN+ρ — решетка с базисом {D1, . . . , DN+ρ} (так что есть естествен-

ное отождествление D ∼= D∨). Согласно [CLS11, Theorem 4.2.1], существует

точная последовательность

0→M→ D → AN−1(X) = Pic (X) ∼= Zρ → 0.

Используя факториальность многообразия X, отождествим группу классов

AN−1(X) и группу Пикара Pic (X). Точная последовательность, двойственная

приведенной выше, имеет вид

(1.7) 0→ Pic (X)∨ → D → N → 0.

Таким образом, решетка Pic (X)∨ может быть отождествлена с решеткой со-

отношений на примитивные векторы лучей веера ΣX , рассматриваемые как

многочлены Лорана от переменных ui. С другой стороны, выбрав базис в

Pic (X), можно отождествить Pic (X)∨ и Pic (X) = H2(X). Таким образом

мы можем выбрать базис в решетке соотношений на примитивные векторы

веера ΣX , соответствующие базису {Hi} и, таким образом, переменным {qi}.
Мы будем обозначать эти соотношения через Ri и интерпретировать их как

мономы от переменных u1, . . . , uN+ρ. Мы также будем обозначать через Di

образы элементов Di ∈ D в PicX.

Рассмотрим торическое многообразие T . Веерным (или порождающим)

многогранником F (T ) называется выпуклая оболочка целочисленных порож-

дающих лучей веера для многообразия T . Положим

∆ = F (T ) ⊂ NR = Zn ⊗ R.

Рассмотрим двойственный для ∆ многогранник

∇ = {x | 〈x, y〉 > −1 для всех y ∈ ∆} ⊂ MR = N ∨ ⊗ R.

Целочисленному многограннику ∆ сопоставим (особое) торическое мно-

гообразие Фано T∆, которое определяется веером, конусы которого являются
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конусами над гранями многогранника ∆. Сопоставим также (неоднозначно

определенное) торическое многообразие T̃∆ с F (T̃∆) = ∆, такое что для лю-

бого торического многообразия T ′ с F (T ′) = ∆ и любого морфизма T ′ → T̃∆

имеем T ′ ' T̃∆. Другими словами, многообразие T̃∆ получается из “макси-

мальной триангуляции” многогранника ∆.

Определение 1.8. Обозначим T∇ через T∨ и T̃∇ через T̃∨. Многообразие T

и многогранник ∆ называется рефлексивным, если многогранник ∇ также

целочисленен.

Пусть многообразие T рефлексивно. Обозначим T∇ через T∨ и T̃∇ через

T̃∨.

Наконец, приведем некоторые факты о торических многообразиях и их

антиканонических сечениях. Детали можно увидеть, например, в [Da78]. Для

этого более удобно начинать с торического многообразия T∨.

Факт 1.9. Пусть антиканонический класс −KT∨ очень обилен (в част-

ности, это выполнено для трехмерного рефлексивного случая, см. [JR06]

и [CPS05]). Многообразие T∨ можно следующим образом вложить в проек-

тивное пространство. Рассмотрим множество A ⊂M целых точек мно-

гогранника ∆, двойственного многограннику F (T∨). Рассмотрим проектив-

ное пространство P, координаты xi которого соответствуют элементам

ai множества A. С каждым однородным соотношением
∑
αiai =

∑
βjaj,

αi, βj ∈ Z+, свяжем однородное уравнение
∏
xαii =

∏
x
βj
j . Многообразие T∨

высекается в P уравнениями, соответствующими всем однородным соот-

ношениям на точки ai.

Факт 1.10. Антиканонической линейной системой многообразия T∨ явля-

ется система OP(1). В частности, она может быть описана как (проекти-

визация) линейной системы многочленов Лорана, многогранники Ньютона

которых содержатся в ∆.
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Факт 1.11. Торические страты многообразия T∨ размерности k соответ-

ствуют k-мерным граням многогранника ∆. Обозначим через Rf анти-

каноническое сечение, соответствующее многочлену Лорана f ∈ C[N ], а

через FQ страт, соответствующий грани Q многогранника ∆. Обозна-

чим через f |Q сумму тех мономов многочлена f , чей носитель лежит

в Q. Обозначим через PQ проективное пространство, координаты в ко-

тором соответствуют Q ∩ N . (В частности, Q высекается в PQ од-

нородными соотношениями на целые точки множества Q ∩ N .) Тогда

RQ,f = Rf |FQ = {f |Q = 0} ⊂ PQ.

Факт 1.12. В частности, сечение Rf не проходит через торическую точку,

соответствующую вершине многогранника ∆ тогда и только тогда, когда

его коэффициент в этой точке ненулевой. Постоянный многочлен Лорана

соответствует граничному дивизору многообразия T∨.
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Часть 2. Торические модели Ландау–Гинзбурга

Рассмотрим гладкое многообразие Фано X размерности n и дивизор D на

нем. Рассмотрим ограничение

ĨX,D0 (t) = 1 +
∑

β∈K, a∈Z>0

(−KXβ)!〈τa1〉β · e−β·Dt−KX ·β

свободного члена регуляризованного I-ряда, соответствующее дивизору D.

Рассмотрим тор TLG = Gn
m =

∏n
i=1 SpecC[x±1

i ] и функцию f на нем. Эта

функция может быть представлена многочленом Лорана: f = f(x±1
1 . . . , x±1

n ).

Обозначим через [f ]0 свободный член (то есть коэффициент при x0
1 · . . . · x0

n)

многочлена f и положим

Φf =
∞∑
i=0

[f i]0t
i ∈ C[[t]].

Определение 2.1. Ряд Φf называется рядом свободных членов для много-

члена f .

Определение 2.2. Пусть f — многочлен Лорана от n переменных x1, . . . , xn.

Интеграл

If(t) =
1

(2πi)n

∫
|xi|=εi

dx1

x1
∧ . . . ∧ dxn

xn

1

1− tf =

=
1

(2πi)n

∞∑
j=0

tj ·
∫

|xi|=εi

f j
dx1

x1
∧ . . . ∧ dxn

xn
∈ C[[t]]

называется главным периодом многочлена f , где εi — произвольные веще-

ственные положительные числа.

Замечание 2.3. Имеем If(t) = Φf .

Следующая теорема оправдывает это определение.

Теорема 2.4 ([Prz08b, Proposition 2.3]). Пусть f — многочлен Лорана от

n переменных. Пусть PFf = PFf
(
t, ∂∂t

)
— дифференциальный оператор
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Пикара–Фукса пучка гиперповерхностей в торе, задаваемого многочленом

f . Тогда PFf [If(t)] = 0.

Замечание 2.5. Обозначим порядок оператора PFf через m, а его степень по

t через r. Пусть Fα = {1−αf = 0}, а Z — полустабильная компактификация

пучка {Ft} (то есть отображение Z → P1; будем обозначать его для про-

стоты через f). Обозначим размерность трансцендентной части когомологий

Rn−1f! ZZ через mf (см. алгоритм для его вычисления в [DH86]), и обозна-

чим число особенностей (с учетом кратностей) семейства f через rf . Тогда

m 6 mf и r 6 rf . Поэтому можно написать дифференциальный оператор

ограниченного по t и D порядка с неопределенными коэффициентами. Так

как ряд If обращает его в ноль, мы получаем систему, состоящую из беско-

нечного числа линейных уравнений. Чтобы проверить, что LX = PFf , нам

надо решить эту систему (она имеет единственное, с точностью до умножения

на коэффициент, решение, так что нам надо решить только конечное число

линейных уравнений).

На практике, однако, достаточно просто сравнить первые несколько ко-

эффициентов разложения рядов If и ĨX0 . Действительно, первые несколько

коэффициентов ряда ĨX0 определяют оператор LX . Поэтому если эти первые

несколько коэффициентов совпадают с первыми несколькими коэффициен-

тами ряда If , то дифференциальный оператор, обращающий в ноль ряд Φf ,

с точностью до коэффициентов высокого порядка совпадает с LX , так что

PFf = LX .

Дадим теперь центральное определение работы.

Определение 2.6. Торической моделью Ландау–Гинзбурга пары, состоящей

из гладкого многообразия Фано X размерности n и дивизора D на нем на-

зывается многочлен Лорана f ∈ T[x1, . . . , xn], удовлетворяющий следующим

условиям.
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Условие периодов: Выполнено равенство If = ĨX,D0 .

Условие Калаби–Яу: Существует относительная компактификация

семейства слоев морфизма

f : (C∗)n → C,

тотальным пространством которой является (некомпактное) глад-

кое многообразие Калаби–Яу Y . Такая компактификация называется

компактификацией Калаби–Яу.

Торическое условие: Существует вырождение X  TX к торическо-

му многообразию TX , такое что F (TX) = N(f).

Многочлен Лорана, удовлетворяющий условию периодов, называется сла-

бой моделью Ландау–Гинзбурга.

Определение 2.7. Компактификация семейства f : (C∗)n → C до семей-

ства f : Z → P1, где многообразие Z гладко и −KZ = f−1(∞), называется

компактификацией лог-Калаби–Яу (ср. определение 3.17).

Приведем теперь обоснование естественности понятия торической модели

Ландау–Гинзбурга.

Условие периодов есть ни что иное, как гипотеза зеркальной симметрии

вариаций структур Ходжа, сформулированной Гивенталем, для случая, когда

тотальное пространство является алгебраическим тором. Это условие связы-

вает инварианты Громова–Виттена с периодами двойственной модели. Пери-

оды — это интегралы послойных форм семейства по послойным циклам. Это

значит, что они не изменятся при бирациональных преобразованиях семей-

ства, бирегулярных в окрестности циклов, по которым берутся интегралы.

Гивенталь построил модели Ландау–Гинзбурга для полных пересечений в
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гладких торических многообразиях как квазиаффинные многообразия, снаб-

женные суперпотенциалом (см. параграф 5.1 и параграф 6.1). Однако во мно-

гих случаях эти модели бирациональны алгебраическому тору, и основной

период сохраняется при соответствующем бирациональном изоморфизме, см.

параграф 5.2, часть 6, а также [DH15] и [CoKaPr14].

Условие Калаби–Яу восходит к следующему принципу.

Принцип 2.8 (компактификационный принцип). Существует послойная

компактификация семейства слоев “хорошей” торической модели Ландау–

Гинзбурга (определенной с точностью до флопов) удовлетворяющая (на

стороне B) гипотезе гомологической зеркальной симметрии.

В частности это значит, что должна существовать послойная компакти-

фикация до (открытого) гладкого многообразия Калаби–Яу — семейства ком-

пактных многообразий Калаби–Яу. Это условие достаточно сильное: скажем,

если f(x1, . . . , xn) — торическая модель Ландау–Гинзбурга для многообразия

X, то для k > 1 многочлен Лорана f(xk1, . . . , xn) удовлетворяет условию пери-

одов для X, но условие Калаби–Яу, а, значит, и компактификационный прин-

цип для него не выполняется. Однако условия периодов и условия Калаби–Яу

для выполнения компактификационного принципа недостаточно.

Пример 2.9. Многочлены

(x+ y + 1)3

xyzw
+ z + w

и (
x1 + x2 +

1

x1x2

)(
y1 + y2 +

1

y1y2

)
удовлетворяют условию периодов и условию Калаби–Яу для четырехмерной

кубики. Однако они не послойно бирационально эквивалентны (у них разное

количество компонент центрального слоя, ср. 4.4). Ожидается, что первый из

них удовлетворяет компактификационному принципу.
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Легко проверить, что второй многочлен Лорана из примера 2.9 не явля-

ется торической моделью Ландау–Гинзбурга: степень торического многооб-

разия, соответствующего этому многочлену, отличается от степени четырех-

мерной кубики.

Наконец, торическое условие восходит к конструкции Батырева зеркаль-

ной двойственности полных пересечений Калаби–Яу в торических многооб-

разиях через двойственность торических многообразий, см. [Ba93].

Мы рассматриваем зеркальную симметрию как соответствие между мно-

гообразиями Фано и многочленами Лорана. А именно, усиленная версия ги-

потезы зеркальной симметрии вариаций структур Ходжа гласит следующее.

Гипотеза 2.10. Любая пара, состоящая из гладкого многообразия Фано и

дивизора на нем, имеет торическую модель Ландау–Гинзбурга.

Следствие 2.11. Каждое гладкое многообразие Фано имеет торическое вы-

рождение.

Это позволяет надеяться, что имеет место следующая картина.

Оптимистическая картина 2.12. Торические вырождения многообразий

Фано взаимно однозначно соответствуют торическим моделям Ландау–

Гинзбурга. Для них выполнен компактификационный принцип.

Вопрос 2.13. Верно ли, что выполнено обратное ко второй части компак-

тификационного принципа? А именно, верно ли, что все модели Ландау–

Гинзбурга (с точки зрения гомологической зеркальной симметрии) той же

размерности, что и исходное многообразие Фано, являются компактифи-

кациями торических? В частности, верно ли, что все они рациональны?

Вопрос 2.14. Нужно ли наложить какие-либо условия на торические мно-

гообразия в оптимистической картине 2.12?
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Часть 3. Поверхности дель Пеццо

3.1. Общая конструкция

Мы начнем этот параграф с напоминания хорошо известных фактов о по-

верхностях дель Пеццо. В качестве одной из многих ссылок по поверхностям

дель Пеццо приведем, к примеру, [Do12].

Первоначальное определение поверхностей дель Пеццо было дано самим

П. дель Пеццо.

Определение 3.1 ([dP87]). Поверхностью дель Пеццо называется невырож-

денная неприводимая линейно нормальная (то есть не являющейся проекци-

ей поверхности степени d в Pd+1) поверхность степени d в Pd, не являющаяся

конусом.

В современных терминах это значит, что поверхность дель Пеццо — это

поверхность с очень обильным антиканоническим классом (в антиканониче-

ском вложении) и каноническими (другими словами дювалевскими, просты-

ми поверхностными, клейновыми, или рациональными двойными точками)

особенностями. (Классы канонических и горенштейновых особенностей для

поверхностей совпадают.) Поэтому мы используем следующее более общее

определение.

Определение 3.2. Поверхностью дель Пеццо называется полная поверх-

ность с очень обильным антиканоническим классом и каноническими особен-

ностями. Слабой поверхностью дель Пеццо называется полная поверхность

с численно эффективным и объемным антиканоническим классом и канони-

ческими особенностями.

Замечание 3.3. Слабые поверхности дель Пеццо — это (частичные) мини-

мальные разрешения особенностей поверхностей дель Пеццо. Исключитель-

ными дивизорами этих разрешений являются (−2)-кривые.

42



Степенью поверхности дель Пеццо S называется число d = (−KS)2. Из-

вестно, что 1 6 d 6 9. Если d > 2, то антиканонический класс поверхности S

очень обилен и задает вложение S ↪→ Pd, так что оба определения совпадают.

В этом параграфе мы будем предполагать, что d > 2.

Очевидно, что проектируя поверхность степени d в Pd из точки на ней,

получим поверхность степени d − 1 в Pd−1. Эта проекция — не что иное,

как композиция раздутия центра проекции и стягивания всех прямых, через

него проходящих. (По формуле присоединения, эти прямые являются (−2)-

кривыми.) Если мы выберем общие (то есть не лежащие на прямых) центры

проекций, мы получим классическое описание гладкой поверхности дель Пец-

цо степени d как квадратичной поверхности (при d = 8) или раздутия P2 в

9 − d точках. Они вырождаются к особым поверхностям, которые являются

проекциями из необщих точек (включая бесконечно близкие). Более того, все

поверхности дель Пеццо заданной степени лежат в одном и том же неприводи-

мом пространстве деформаций, за исключением случая степени 8, в котором

пространство деформации имеет две компоненты (одна для квадрики, а дру-

гая для раздутия F1 проективной плоскости в одной точке). Общие слои этих

семейств являются гладкими, а все горенштейновы поверхности дель Пеццо

являются вырождениями гладких в этих семействах. Это описание позволяет

построить торические вырождения поверхностей дель Пеццо. Проектируя из

торических точек, мы получаем (возможно, особые) торические поверхности

дель Пеццо.

Замечание 3.4. Поверхности дель Пеццо степеней 1 и 2 также допускают то-

рические вырождения. Действительно, их можно описать как гиперповерх-

ности во взвешенных проективных пространствах, а именно, степени 4 в

P(1, 1, 1, 2) и степени 6 в P(1, 1, 2, 3) соответственно, так что их можно выро-

дить к биномиальным гиперповерхностям, ср. пример 5.26. Однако особенно-

сти этих вырождений хуже, чем канонические.
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Пусть TS — горенштейново торическое вырождение поверхности дель Пец-

цо S степени d. Пусть ∆ = F (TS) ⊂ NR = Z2 ⊗ R — веерный многоугольник

многообразия TS. Пусть f — многочлен Лорана, такой, что N(f) = ∆.

Нашей целью является детальное описание способа построения компак-

тификации Калаби–Яу для f . Более точно, мы построим коммутативную

диаграмму

(C∗)2 � � //

f

""

Y

��

� � // Z

��

A1 � � // P1,

в которой многообразия Y и Z гладкие, слои отображения Y → A1 и отоб-

ражения Z → P1 компактны, и −KZ = f−1(∞); для простоты мы будем

обозначать все “вертикальные” отображения в диаграмме через f .

Наша стратегия будет следующей. Сначала рассмотрим естественную

компактификацию пучка {f = λ} до эллиптического пучка в торической

поверхности дель Пеццо T∨. Далее мы разрешим особенности многообразия

T∨ и получим гладкую торическую слабую поверхность дель Пеццо T̃∨. На-

конец, мы разрешим базисное множество, чтобы получить Z. Многообразие

Y получается вырезанием собственного прообраза граничного дивизора мно-

гообразия T̃∨.

Многоугольник ∆ имеет целочисленные вершины в NR, и единственной

строго внутренней целой точкой является центр координат. Двойственный

многоугольник ∇ = ∆∨ ⊂ M = N ∨ также имеет целочисленные вершины и

единственную строго внутреннюю целую точку. Геометрически это означает,

что особенности многообразий T и T∨ канонические.

Замечание 3.5. Нормализованный объем многоугольника ∇ задается форму-

лой

vol∇ = |целые точки в ∇| − 1 = (−KS)2 = d.
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Легко видеть, что

|целые точки в ∆|+ |целые точки в ∇| = 12.

В частности, vol ∆ = 12− d.

Конструкция компактификации 3.6. Согласно факту 1.10, антиканоно-

ческая линейная система на многообразии T∨ может быть описана как про-

ективизация линейной системы многочленов Лорана, многогранники Нью-

тона которых содержатся в ∇∨ = ∆. Таким образом, естественным путем

компактификации семейства является использование вложения (C∗)2 ↪→ T∨.

Слоями семейства являются антиканонические дивизоры в этом (возможно,

особом) торическом многообразии. Два антиканонических сечения пересека-

ются по (−KT∨)
2 = vol ∆ = 12 − d точкам (с учетом кратностей), так что

компактификация семейства в T∨ имеет 12 − d базисных точек (возможно,

с кратностями). Семейство {f = λ, λ ∈ C} порождено своим общим слоем и

дивизором, соответствующим постоянному многочлену Лорана, то есть гра-

ничным дивизором для T∨. Заметим, что по факту 1.12 тор-инвариантные

точки многообразия T∨ не лежат в базисном множестве семейства.

Пусть T̃∨ → T∨ — минимальное разрешение особенностей многообразия

T∨. Поднимем на него рассматриваемый пучок. Мы получим эллиптический

пучок с 12 − d базовыми точками (с кратностями), которые являются глад-

кими точками одного из слоев семейства, например, граничного дивизора D

торической поверхности T̃∨; он является колесом из d гладких рациональных

кривых. Раздув эти базисные точки, получим эллиптическую поверхность Z.

Пусть E1, . . . , E12−d — исключительные дивизоры раздутия π : Z → T̃∨; в

частности, многообразие Z не торическое. Для простоты обозначим собствен-

ный прообраз дивизора D также через D. Тогда

−KZ = π∗(−KT̃∨)−
∑

Ei = D +
∑

Ei −
∑

Ei = D.
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Таким образом, антиканонический класс −KZ содержит D и состоит из слоев

многообразия Z. В частности, это значит, что открытое многообразие Y =

Z \D является компактификацией Калаби–Яу пучка, заданного функцией f .

Это многообразие имеет e > 0 сечений, где e — число базисных точек пучка

в T̃∨, подсчитанных без кратностей.

Подводя итог, мы получили семейство эллиптических кривых f : Z → P1

с гладким тотальным пространством Z и колесом D из d гладких рациональ-

ных кривых над ∞.

Замечание 3.7. Пусть многочлен f общий среди многочленов Лорана с за-

данным многоугольником Ньютона. Тогда особые слои отображения Z → P1

являются либо кривыми с единственным нодом, либо колесо из d рациональ-

ных кривых над ∞. По формуле Нетера

12χ(OZ) = (−KZ)2 + e(Z) = e(Z),

где через e(Z) обозначена топологическая эйлерова характеристика. Таким

образом, особыми слоями отображения Z → P1 являются d кривых с одним

нодом и колесо из d кривых над ∞. Такое описание приведено в [AKO06].

Замечание 3.8. Торические модели Ландау–Гинзбурга всех поверхностей

дель Пеццо степени не меньше трех можно компактифицировать одновре-

менно. А именно, все рефлексивные многоугольники содержатся в наиболь-

шем многоугольнике B, имеющим вершины (2,−1), (−1, 2), (−1,−1). Таким

образом, слои всех торических моделей Ландау–Гинзбурга могут быть ком-

пактифицированы одновременно до (возможно особых) антиканонических

кривых на TB∨ = P2. Раздув базисные точки, мы получим пучок без базисно-

го множества. Однако в этом случае общий член семейства может проходить

через торические точки, потому что может оказаться, что N(f)  B. Это

означает, что некоторые исключительные дивизоры минимального разреше-

ния становятся дополнительными кривыми в колесе над бесконечностью.
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Другими словами, рассмотрим треугольник прямых и эллиптическую

кривую на P2. Общим элементом пучка, определяемого многочленом f , яв-

ляется эллиптическая кривая на P2. Тотальным пространством компактифи-

кации лог-Калаби–Яу является раздутие девяти точек пересечения (подсчи-

танных с учетом кратностей) эллиптической кривой и треугольника прямых.

Исключительные дивизоры, лежащие над вершинами треугольника, являют-

ся компонентами колеса над бесконечностью для компактификации Калаби–

Яу; остальные являются либо сечениями пучка, либо компонентами слоев над

конечными точками.

Опишем теперь торические модели Ландау–Гинзбурга для поверхностей

дель Пеццо и торических слабых поверхностей дель Пеццо. А именно, для

поверхности дель Пеццо S, его горенштейнова торического вырождения T

с веерным многоугольником ∆, его крепантного разрешения T̃ с тем же са-

мым веерным многоугольником и дивизором D ∈ Pic (S)C ∼= Pic (T̃ )C, мы

построим по индукции два многочлена Лорана fS,D и fT̃ ,D, которые явля-

ются торическими моделями Ландау–Гинзбурга для S и T̃ соответственно.

Для этого, в частности, воспользуемся конструкцией Гивенталя для моделей

Ландау–Гинзбурга гладких торических многообразий, см. параграф 5.1.

Пусть S ∼= P1×P1 — квадратичная поверхность, и пусть DS — дивизор ти-

па (a, b) на ней. Пусть T1 = S, и пусть T2 — квадратичный конус; поверхности

T1 и T2 являются единственными торическими вырождениями поверхности S.

Крепантным разрешением поверхности T2 является поверхность Хирцебруха

F2, так что положим DF2
= αs + βf , где s — класс сечения поверхности F2,

так что s2 = −2, и обозначим слой отображения F2 → P1 через f . Положим

fS,DS
= fT̃1,DS

= x+
e−a

x
+ y +

e−b

y

для первого торического вырождения и

fS,DS
= y + e−a

1

xy
+
(
e−a + e−b

) 1

y
+ e−b

x

y
, fT̃2,DF2

= y +
e−β

xy
+
e−α

y
+
x

y
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для второго.

Пусть теперь поверхность S является раздутием плоскости P2. Положим

сперва S = T = T̃ = P2, пусть l — класс прямой на S и пусть D = a0l. Тогда

с точностью до торической замены переменных

f(P2,D) = x+ y +
e−a0

xy
.

Пусть теперь S ′ — раздутие P2 в k точках с исключительными дивизорами

e1, . . . , ek, пусть S — раздутие поверхности S ′ в точке, и пусть ek+1 — исклю-

чительный дивизор этого раздутия. Мы отождествим дивизоры на S ′ и их

собственные прообразы на S, так что Pic (S ′) = Pic (T̃ ′) = Zl+Ze1 + . . .+Zek
и Pic (S) = Zl + Ze1 + . . .+ Zek + Zek+1. Пусть

D′ = a0l + a1e1 + . . .+ akek ∈ Pic (S ′)C

и D = D′ + ak+1ek+1 ∈ Pic (S)C. Сперва опишем многочлен fT̃ ,D. Комбина-

торно многоугольник ∆ = F (T̃ ) получается из многоугольника ∆′ = F (T̃ ′)

добавлением одной целой точки K, которая соответствует исключительному

дивизору ek+1 и взятию выпуклой оболочки. Пусть L, R — граничные точки

многоугольника ∆, соседние с K, слева и справа по часовой стрелке. Пусть

cL и cR — коэффициенты многочлена fT̃ ′,D′ при мономах, соответствующих

L и R. Пусть M ∈ T[x, y] — моном, соответствующий K. Тогда, согласно

описанию Гивенталя моделей Ландау–Гинзбурга торических многообразий

(см. [Gi97b]),

fT̃ ,D = fS̃′,D′ + cLcRe
−ak+1M.

Многочлен fS,D отличается от fT̃ ,D на коэффициенты при граничных точ-

ках, не являющихся вершинами. Для любой граничной точки K ⊂ ∆ опре-

делим отметку mK как коэффициент многочлена fT̃ ,D при K. Рассмотрим

сторону многоугольника ∆ и пусть K0, . . . , Kr — целые точки этой стороны,

пронумерованные по часовой стрелке. Тогда коэффициент многочлена fS,D в
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точке Ki является коэффициентом при si в многочлене

mK0

(
1 +

mK1

mK0

s

)
· . . . ·

(
1 +

mKr

mKr−1

s

)
.

Замечание 3.9. Имеем Pic (S) ∼= Pic (T̃ ). Таким образом, если S — не квадри-

ка то обе поверхности S и T̃ получены последовательностью раздутий в точ-

ках (единственная разница состоит в том, что точки для T̃ могут лежать на

исключительных дивизорах предыдущих раздутий). Таким образом, в обоих

случаях группы Пикара порождены классом прямой на P2 и исключитель-

ными дивизорами e1, . . . , ek. Однако образ кривой ei при отображении групп

Пикара, заданного вырождением поверхности S к T̃ , может не совпадать с

самой кривой ei, но быть некоторой линейной комбинацией исключительных

дивизоров. Другими словами, эти базисы не согласованы с отображением вы-

рождения.

Замечание 3.10. Пространства, параметризующие торические модели Ландау–

Гинзбурга для S и для T̃ одинаковы — они являются пространством мно-

гочленов Лорана с многоугольником Ньютона ∆ по модулю торических за-

мен координат. Таким образом, любой многочлен Лорана соответствует раз-

личным элементам пространств Pic (S)C ∼= Pic (T̃ )C. Это дает отображение

Pic (S)C → Pic (T̃ )C. Однако это отображение трансцендентно из-за экпонен-

циальной природы параметризации.

Предложение 3.11. Многочлен Лорана fS,D является торической моделью

Ландау–Гинзбурга для пары (S,D).

Доказательство. Известно, что поверхность дель Пеццо S может быть опи-

сана либо как гладкое торическое многообразие, либо как полное пересече-

ние в гладком торическом многообразии. Это позволяет вычислить ряд IS0

и, таким образом, ряд ĨS,D0 , следуя [Gi97b], см. теорему 5.11. Используя это,

можно напрямую проверить условие периодов для fS,D. Условие Калаби–Яу
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следует из конструкции компактификации 3.6. Наконец, торическое условие

выполнено по конструкции. (См. пример 3.14.) �

Предложение 3.12. Рассмотрим два различных горенштейнова ториче-

ских вырождения T1 и T2 поверхности дель Пеццо S. Пусть ∆1 = F (T1) и

∆2 = F (T2). Рассмотрим семейства компактификаций Калаби–Яу много-

членов Лорана с многоугольниками Ньютона ∆1 и ∆2. Тогда существует

бирациональный изоморфизм этих семейств. Другими словами, существу-

ет бирациональный изоморфизм между аффинными пространствами мно-

гочленов Лорана с носителями в ∆1 и ∆2 по модулю торической замены

переменных, которая сохраняет компактификации Калаби–Яу.

Доказательство. Можно проверить, что многоугольники ∆1 и ∆2 различа-

ются на (последовательность) мутаций (см., к примеру, [ACGK12]). Эти му-

тации по конструкции согласованы с послойными бирациональными изомор-

физмами торических моделей Ландау–Гинзбурга по модулю замены базиса в

H2(S,Z). Утверждение следует из того факта, что бирациональные эллипти-

ческие кривые изоморфны. �

Замечание 3.13. Пусть D = 0. Тогда многочлен fS,0 имеет коэффициенты 1

в вершинах его многоугольника Ньютона и
(
n
k

)
в k-й целой точке стороны

целочисленной длины n. Другими словами, многочлен fS,0 биномиален, ср.

параграф 4.1.

Пример 3.14. Пусть S = S7. Эта поверхность имеет два торических вырож-

дения: она сама торическая, а также она может быть вырождена к особой

поверхности, полученной раздутием точки на P2, раздутием точки на исклю-

чительной кривой и стягиванием первой исключительной кривой в точку ти-

па A2.
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Пусть ∆1 — многоугольник с вершинами (1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1,−1),

(0,−1), и пусть D = a0l + a1e1 + a2e2. Тогда

fT̃∆1
,D = fS,D = x+ y + e−a0

1

xy
+ e−(a0+a1) 1

y
+ e−a2xy.

Пусть ∆2 — многоугольник с вершинами (1, 0), (0, 1), (−1,−1), (1,−1), и

пусть D = a0l + a1e1 + a2e2. Тогда

fT̃∆2
,D = x+ y + e−a0

1

xy
+ e−(a0+a1) 1

y
+ e−(a0+a1+a2)x

y
,

f ′S,D = x+ y + e−a0
1

xy
+
(
e−(a0+a1) + e−(a0+a2)

) 1

y
+ e−(a0+a1+a2)x

y
.

(Здесь fS,D и f ′S,D — торические модели Ландау–Гинзбурга для пары (S,D),

записанные в разных базисах в (C∗)2.) Легко можно проверить, что мутация

x→ x, y → y

1 + e−a2x

переводит fS,D в f ′S,D.

Поверхность S торическая, так что, согласно Гивенталю,

ĨS,D0 =
∑
k,l,m

(2k + 3l + 2m)!e−a0(k+l+m)−a1k−a2mt2k+3l+2m

(k + l)!(l +m)!k!l!m!

(см. [CCG+]). Можно проверить, что ĨS,D0 = IfS,D = If ′S,D .

3.2. Гипотезы Кацаркова–Концевича–Пантева

В этом параграфе мы изучим числа Ходжа для моделей Ландау–Гинзбурга

поверхностей дель Пеццо. Гипотезой зеркальной симметрии, которая нас бу-

дет интересовать в этом параграфе, является гипотеза гомологической зер-

кальной симметрии. Для поверхностей дель Пеццо она (а точнее ее половина)

была доказана в статье [AKO06]. В этой статье модель Ландау–Гинзбурга для

поверхности дель Пеццо степени d строится как пучок эллиптических кри-

вых, слоем над бесконечностью которого является колесо из 12−d кривых, а

остальные особые слои — это d слоев, имеющих одну обыкновенную двойную
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точку (то есть нод). Такой пучок является моделью Ландау–Гинзбурга для

поверхности дел Пеццо и общей формы на ней. Однако категория Фукаи–

Зайделя инвариантна при деформации пучка, поэтому для изучения гипо-

тезы зеркальной симметрии достаточно рассмотреть случай общей формы.

Кроме того, результаты этого параграфа не зависят от строения особых слоев

вдали от бесконечности. Наконец, заметим, что модели Ландау–Гинзбурга,

изучающиеся в настоящем параграфе, соответствуют всем поверхностям дель

Пеццо, а не только имеющим степень не меньше трех, как в параграфе 3.1.

Напомним некоторые численные гипотезы из работы [KKP17], которые,

как предполагается, следуют из гипотезы гомологической зеркальной сим-

метрии для многообразий Фано и двойственных моделей Ландау–Гинзбурга.

Определение 3.15. Моделью Ландау–Гинзбурга называется пара (Y,w), в

которой

(i) Y является гладким комплексным квазипроективным многообразием

с тривиальным каноническим классом KY ;

(ii) w : Y → A1 является морфизмом с компактным критическим множе-

ством crit(w) ⊂ Y .

Замечание 3.16. Заметим, что мы не ставим никаких условий на особенности

слоев.

Следуя работе [KKP17], предположим, что существует ручная компакти-

фикация модели Ландау–Гинзбурга, определенная следующим образом (ср.

определение 2.7).

Определение 3.17. Вручную компактифицированной моделью Ландау–

Гинзбурга называется набор данных ((Z, f), DZ), в котором

(i) Z является гладким проективным многообразием, а f : Z → P1 явля-

ется гладким морфизмом;
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(ii) DZ = (∪iDh
i ) ∪ (∪jDv

j ) является приведенным дивизором с простыми

нормальными пересечениями, таким что

(i) Dv = ∪jDv
j является схемно-теоретическим дивизором — полю-

сом морфизма f , то есть f−1(∞) = Dv. В частности, ordDv
j
(f) =

−1 для всех j;

(ii) каждая компонента Dh
i дивизора Dh = ∪iDh

i является гладкой и

горизонтальной для морфизма f , то есть f |Dh
i
является гладким

морфизмом;

(iii) критическое множество crit(f) ⊂ Z не пересекает дивизор Dh.

(iii) DZ является антиканоническим дивизором на Z.

Говорят, что набор ((Z, f), DZ) является компактификацией модели

Ландау–Гинзбурга (Y,w), если вдобавок выполнено следующее:

(iv) Y = Z \DZ , f |Y = w. Через j : Y ↪→ Z мы будем обозначать открытое

вложение.

Замечание 3.18. В работе [KKP17] в приведенном выше определении также

требуется дополнительный выбор совместимых голоморфных форм на Z и Y .

Эти формы не играют роли в наших рассмотрениях, так что мы их опустим.

Предположим, что нам дана модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) с ручной

компактификацией ((Z, f), DZ). Обозначим через n = dimY = dimZ (ком-

плексную) размерность многообразий Y и Z. Выберем точку b ∈ A1 рядом

с ∞, такую что слой Yb = w−1(b) ⊂ Y является гладким. В работе [KKP17]

авторы геометрически определяют три набора чисел, которые они называют

“числами Ходжа” ip,q(Y,w), hp,q(Y,w), f p,q(Y,w). Приведем здесь эти опреде-

ления.
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3.2.1. Числа f p,q(Y,w). Напомним определение логарифмического комплек-

са де Рама Ω∗Z(log DZ). А именно, Ωs
Z(log DZ) = ∧sΩ1

Z(log DZ), где Ω1
Z(log DZ)

— локально свободный OZ-модуль, локально порожденный

dz1

z1
, . . . ,

dzk
zk
, dzk+1, . . . , dzn,

где z1 · . . . · zk = 0 — локальное уравнение дивизора DZ . В частности,

Ω0
Z(log DZ) = OZ .
Числа f p,q(Y,w) определяются с помощью подкомплекса

Ω∗Z(log DZ , f) ⊂ Ω∗Z(log DZ)

f -адаптированных форм, определенных следующим образом.

Определение 3.19. Для каждого показателя a > 0 определим пучок f -

адаптированных логарифмических форм Ωa
Z(log DZ , f) как подпучок пучка

Ωa
Z(log DZ), состоящий из форм, остающихся логарифмическими после внеш-

него умножения на df . Иными словами,

Ωa
Z(log DZ , f) = {α ∈ Ωa

Z(log DZ) | df ∧ α ∈ Ωa+1
Z (log DZ)},

где f рассматривается как мероморфная функция на Z, и df является меро-

морфной 1-формой.

Определение 3.20. Числа Ходжа модели Ландау–Гинзбурга f p,q(Y,w)

определяются следующим образом:

f p,q(Y,w) = dimHp(Z,Ωq
Z(log DZ , f)).

3.2.2. Числа hp,q(Y,w). Пусть N : V → V — нильпотентный оператор на ко-

нечномерном линейном пространстве V , такой что Nm+1 = 0. Напомним, что

эти данные определяют каноническую (монодромную) весовую фильтрацию,

центрированную в m, W = W∗(N,m) пространства V

0 ⊂ W0(N,w) ⊂ W1(N,w) ⊂ . . . ⊂ W2m−1(N,m) ⊂ W2m(N,m) = V
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с условиями

(i) N (Wi) ⊂ Wi−2,

(ii) отображениеN l : grWm+lV → grWm−lV являются изоморфизмом для всех

l > 0.

Пусть S1 ' C ⊂ P1 — петля, проходящая через точку b, обходящая один

раз вокруг ∞ против часовой стрелки, такая, что внутри C не содержится

особых точек морфизма w. Она дает преобразование монодромии

T : H∗(Yb)→ H∗(Yb),

а также соответствующее преобразование монодромии в относительных ко-

гомологиях

(3.21) T : H∗(Y, Yb)→ H∗(Y, Yb)

таким образом, что последовательность

. . .→ Hm(Y, Yb)→ Hm(Y )→ Hm(Yb)→ Hm+1(Y, Yb)→ . . .

является T -эквивариантной, где T действует тривиально на H∗(Y ). (См.

конструкцию и обсуждение преобразования монодромии T : H∗(Y, Yb) →
H∗(Y, Yb) в пункте 3.3.1.) Так как мы предположили, что слой над беско-

нечностью f−1(∞) ⊂ Z является приведенным дивизором с нормальными

пересечениями, по теореме Гриффитса–Ландмана–Гротендика (см. [Ka70])

оператор T : Hm(Yb) → Hm(Yb) унипотентен, и (T − id)m+1 = 0. Отсюда

следует, что преобразование (3.21) также унипотентно. Обозначим через N

логарифм преобразования (3.21), который, таким образом, является нильпо-

тентным оператором на H∗(Y, Yb). Имеем Nm+1 = 0.

Определение 3.22. Модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) имеет тип Фано, если

оператор N на относительных когомологиях Hn+a(Y, Yb) обладает следующи-

ми свойствами:
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(i) Nn−|a| 6= 0,

(ii) Nn−|a|+1 = 0.

Приведенное выше определение восходит к ожиданию того, что модель

Ландау–Гинзбурга типа Фано обычно возникает как зеркальная пара к про-

ективному многообразию Фано X (см. пункт 3.2.4).

Определение 3.23. Предположим, что модель Ландау–Гинзбурга (Y,w)

имеет тип Фано. Рассмотрим относительные когомологии H∗(Y, Yb) с ниль-

потентным оператором N и индуцированной канонической фильтрацией W .

Числа Ходжа модели Ландау–Гинзбурга hp,q(Y,w) определяются следующим

образом:

hp,n−q(Y,w) = dim gr
W (N,n−a)
2(n−p) Hn+p−q(Y, Yb) если a = p− q > 0,

hp,n−q(Y,w) = dim gr
W (N,n+a)
2(n−q) Hn+p−q(Y, Yb) если a = p− q < 0.

Замечание 3.24. Определение 3.23 отличается от [KKP17, Definition 3.2]

(3.25) hp,q(Y,w) = dim grW,p+qp Hp+q(Y, Yb)

индексами градуировки. Похоже, что уравнение (3.25) не такое, какое авторы

имели в виду. К примеру, согласно (3.25), индекс p может варьироваться от

0 до 2n, а индекс q может быть отрицательным (детали см. в пункте 3.2.4).

3.2.3. Числа ip,q(Y,w). Напомним, что для каждого λ ∈ A1 имеется соответ-

ствующий пучок φw−λCY исчезающих циклов к слою Yλ. Пучок φw−λCY имеет

носителем слой Yλ и равен нулю, если λ не является критическим значением

морфизма w. Из классических работ Шмида, Стинбринка и Саито известно,

что конструктивный комплекс φw−λCY имеет структуру смешанного модуля

Ходжа, так что его когомологии имеют смешанную структуру Ходжа. Для

смешанного модуля Ходжа S обозначим через ip,qS числа Ходжа типа (p, q)

для (p+ q)-го весового пространства grWp+qS.
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Определение 3.26. (i) Предположим, что горизонтальный дивизор

Dh ⊂ Z пуст, то есть предположим, что отображение w : Y → A1

собственное. Тогда числа Ходжа модели Ландау–Гинзбурга ip,q(Y,w)

определяются следующим образом:

ip,q(Y,w) =
∑
λ∈A1

∑
k

ip,q+kHp+q−1(Yλ, φw−λCY ).

(ii) В общем случае обозначим через j : Y ↪→ Z открытое вложение и

аналогичным образом определим

ip,q(Y,w) =
∑
λ∈A1

∑
k

ip,q+kHp+q−1(Yλ, φw−λRj∗CY ).

3.2.4. Гипотезы. В статье [KKP17] показано, что для каждого числа m

определенные выше числа удовлетворяют равенствам

(3.27)

dimHm(Y, Yb;C) =
∑

p+q=m

ip,q(Y,w) =
∑

p+q=m

hp,q(Y,w) =
∑

p+q=m

f p,q(Y,w).

Авторы этой статьи формулируют несколько гипотез, которые вместе усили-

вают равенства (3.27). Следующая гипотеза является модификацией [KKP17,

Conjecture 3.6], см. замечание 3.24.

Гипотеза 3.28. Пусть (Y,w) — модель Ландау–Гинзбурга типа Фано. Тогда

для каждых p, q выполнены равенства

hp,q(Y,w) = f p,q(Y,w) = ip,q(Y,w).

Модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) типа Фано (вместе с ручной компакти-

фикацией) обычно возникает как зеркало для проективного многообразия

Фано X, dimX = dimY .

Следующая гипотеза является [KKP17, Conjecture 3.7], см. замечание 3.24.
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Гипотеза 3.29. В описанной выше зеркальной ситуации для каждых p, q

выполнено равенство

f p,q(Y,w) = hp,n−q(X),

в котором числа hp,q(X) являются обычными числами Ходжа для многооб-

разия X.

Детальное описание и мотивация гипотез 3.28 и 3.29 содержится в [KKP17].

Исходно мотивация исходит из гипотез гомологической зеркальной симмет-

рии, идентификации гомологий Хохшильда, и идентификации оператора мо-

нодромии с функтором Серра. А именно, предположим, что определенная

выше модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) (вместе со своей ручной компактифи-

кацией) имеет тип Фано и является зеркально двойственной к проективному

многообразию Фано X, dimX = dimY . Тогда, исходя из гипотезы гомологи-

ческой зеркальной симметрии, ожидается эквивалентность категорий

(3.30) Db(cohX) ' FS(Y,w, ωY ),

где Db(cohX) обозначает ограниченную производную категорию когерент-

ных пучков на X, а FS(Y,w) обозначает категорию Фукаи–Зайделя для

модели Ландау–Гинзбурга (Y,w), снабженной подходящей симплектической

формой ωY . Из этой эквивалентности для каждого a следует изоморфизм

пространств гомологий Хохшильда

HHa(D
b(cohX)) ' HHa(FS(Y,w, ωY )).

Известно, что

(3.31) HHa(D
b(cohX)) '

⊕
p−q=a

Hp(X,Ωq
X),

и ожидается, что

(3.32) HHa(FS(Y,w, ωY )) ' Hn+a(Y, Yb).
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Из эквивалентности (3.30) и изоморфизмов (3.31), (3.32) следует изоморфизм

Hn+a(Y, Yb) =
⊕
p−q=a

Hp(X,Ωq
X).

Более того, эквивалентность (3.30) отождествляет функторы Серра SX и SY

двух категорий. Функтор SX действует на когомологиях H∗(X), и логарифм

этого оператора равен (с точностью до знака) умножению на c1(KX). Так как

X является многообразием Фано, оператор c1(KX)∪(·) является лефшецовым

оператором на пространстве ⊕
p−q=a

Hp(X,Ωq
X)

для всех a. С другой стороны, функтор Серра SY индуцирует оператор

на пространстве Hn+a(Y, Yb), который является обратным к преобразова-

нию монодромии T . Это значит, что монодромная весовая фильтрация для

нильпотентного оператора c1(KX) ∪ (·) на пространстве
⊕

p−q=aH
p(X,Ωq

X)

должна совпадать с аналогичной фильтрацией для логарифма N операто-

ра T на Hn+a(Y, Yb). Заметим, что оператор c1(KX) ∪ (·) на пространстве⊕
p−q=aH

p(X,Ωq
X) удовлетворяет неравенству (c1(KX)∪ (·))n−|a| 6= 0 по силь-

ной теореме Лефшеца, и (c1(KX) ∪ (·))n−|a|+1 = 0. Это объясняет определе-

ние 3.22. Более того, индуцированная фильтрация W на
⊕

p−q=aH
p(X,Ωq

X)

имеет следующие свойства:

hp,q(X) = grW,n−a2(n−p)

[⊕
p−q=a

Hp(X,Ωq
X)

]
если a > 0

и

hp,q(X) = grW,n+a
2(n−q)

[⊕
p−q=a

Hp(X,Ωq
X)

]
если a < 0.

Таким образом, ожидается равенство чисел Ходжа

hp,n−q(Y,w) = hp,q(X),

которое является комбинацией приведенных выше гипотез.
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3.3. Гипотезы Кацаркова–Концевича–Пантева для

поверхностей

Рассмотрим вручную компактифицированную модель Ландау–Гинзбурга

(Z, f) размерности 2. А именно, рассмотрим рациональную эллиптическую

поверхность f : Z → P1 с приведенным слоем над бесконечностью f−1(∞),

который является колесом из d рациональных кривых, 1 6 d 6 9 (и но-

дальной рациональной кривой для d = 1). В этом случае горизонтальный

дивизор Dh пуст, так что D = Dv. В работе [AKO06] показано, что соответ-

ствующая модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) является зеркально двойственной

(с точки зрения гомологической зеркальной симметрии) к поверхности дель

Пеццо Sd степени d. Авторы этой работы также доказали гипотезу гомологи-

ческой зеркальной симметрии для случая d = 0: в этом случае слой f−1(∞)

является гладкой эллиптической кривой и модель (Y,w) является зеркально

двойственной к раздутию S0 плоскости P2 в 9 точках пересечения двух куби-

ческих кривых. Заметим, что такое многообразие S0 не является Фано, поэто-

му можно ожидать, что соответствующая модель Ландау–Гинзбурга (Y,w)

не имеет тип Фано. Мы подтверждаем это ожидание. Следующая теорема

является основным результатом этого параграфа.

Теорема 3.33. Пусть f : Z → P1 — эллиптическая поверхность с приве-

денным слоем над бесконечностью D = f−1(∞), который является колесом

из d рациональных кривых, 1 6 d 6 9, или гладкой эллиптической кривой

для d = 0. Предположим, что f имеет сечение. Как и раньше, положим

(Y,w) = (Z \D, f |Z\D).

(i) Если 1 6 d 6 9, то модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) имеет тип

Фано, и выполнены равенства чисел Ходжа

f p,q(Y,w) = hp,q(Y,w).
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(ii) Пусть 1 6 d 6 9, и пусть Sd — поверхность дель Пеццо, являю-

щейся зеркально двойственной, в смысле [AKO06], к модели Ландау–

Гинзбурга (Y,w). Тогда выполнены равенства чисел Ходжа

f p,q(Y,w) = hp,2−q(Sd).

(iii) Если d = 0, то (Y,w) не имеет тип Фано.

Доказательство теоремы 3.33 содержится в предложении 3.48, предложе-

нии 3.66 и замечании 3.68.

Таким образом, гипотеза 3.28 о числах Ходжа f p,q(Y,w), hp,q(Y,w) и гипо-

теза 3.29 выполнена в случае, когда (Y,w) имеет тип Фано (1 6 d 6 9). Мы

также покажем, что в контексте теоремы 3.33 числа ip,q(Y,w) не равны чис-

лам f p,q(Y,w) (или числам hp,q(Y,w), или числам hp,2−q(X)), таким образом

предъявляя контрпример к гипотезе 3.28, см. замечание 3.69. Мы не знаем,

как определить “правильные” числа ip,q(Y,w), для которых будет выполнена

гипотеза 3.28.

3.3.1. Действие монодромии на относительных когомологиях. Пусть

V — гладкое комплексное многообразие размерности n с собственным мор-

физмом w : V → C. Пусть b ∈ C — регулярное значение морфизма w. В

этом пункте мы построим действие монодромии на относительных гомологи-

ях H∗(V, Vb), которые, по двойственности, индуцируют необходимое действие

на H∗(V, Vb).

Пусть C ' S1 ⊂ P1 — петля, проходящая через точку b и обходящая

один раз вокруг∞ против часовой стрелки таким образом, что внутри C нет

особых значений морфизма w. Обозначим через M прообраз w−1(C) ⊂ Y .

Тогда M является компактным ориентированным гладким многообразием,

содержащим слой Vb. (Вещественные) размерности многообразий M и Vb

равны 2n − 1 и 2n − 2 соответственно. По лемме Эресманна, отображение
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w : M → C является локально тривиальным расслоением гладких многооб-

разий со слоями, диффеоморфными Vb. Следовательно, существует диффео-

морфизм T : Vb → Vb, такой что M диффеоморфно фактору

M = Vb × [0, 1]/{(a, 0) = (T (a), 1) для всех a ∈ Vb}.

Для пары (M,Vb) имеется соответственная длинная точная последователь-

ность гомологий

(3.34) . . .→ Hi(Vb)
αi→ Hi(M)

βi→ Hi(M,Vb)
∂i→ Hi−1(Vb)→ . . .

Диффеоморфизм T : Vb → Vb индуцирует автоморфизмы T : Hi(Vb) →
Hi(Vb).

Лемма 3.35. Для каждого i > 0 существует гомоморфизм Li : Hi(Vb) →
Hi+1(M,Vb), такой что для всех x ∈ Hi(Vb) выполнено

∂i+1Li(x) = T (x)− x.

Доказательство. Пусть z — i-мерный цикл на Vb. Рассмотрим (i+1)-мерный

относительный цикл z × [0, 1] на (Vb × [0, 1], Vb × {0} ∪ Vb × {1}) с границей

z×{1}−z×{0}. Его образ Li(z) наM является относительным (i+1)-циклом

с границей T (z) − z на Vb. Эта конструкция дает требуемый гомоморфизм

Li : Hi(Vb)→ Hi+1(M,Vb). Для x ∈ Hi(Vb) равенство

∂i+1Li(x) = T (x)− x

ясно из конструкции. �

Предложение 3.36. Для каждого i > 0 отображение Li : Hi(Vb) →
Hi+1(M,Vb) инъективно.

Доказательство. Пусть z — i-мерный цикл на Vb, который представляет

ненулевой класс гомологий [z] ∈ Hi(Vb). По двойственности Пуанкаре для
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гладкого компактного многообразия Vb размерности 2n−2, существует (2n−
2−i)-мерный цикл z′ на Vb, такой что пересечение гомологий [z′]·[z] ненулевое.

Выберем слой Vε ⊂ M морфизма w около Vb. По конструкции многообразия

M , слои Vb и Vε канонически отождествляются. Рассмотрим (2n − 2 − i)-

цикл z′ε на Vε, соответствующий z′ при этой идентификации. Мы будем рас-

сматривать z′ε как (2n − 2 − i)-цикл на открытом многообразии M \ Vb.
Пусть [z′ε] ∈ H2n−2−i(M \Vb) — его класс гомологий. Существует совершенное

спаривание двойственности Лефшеца (см. [Sp81, Theorem 6.2.19])

H2n−2−i(M \ Vb)×Hi+1(M,Vb)→ C,

определенное через пересечение циклов. По конструкции, существует равен-

ство чисел пересечения

[z′ε] · Li[z] = ±[z′] · [z] 6= 0.

Отсюда Li[z] 6= 0. �

Определение 3.37. Для каждого i определим эндоморфизм T : Hi(M,Vb)→
Hi(M,Vb) as T = id +Li−1∂i и эндоморфизм T : Hi(M)→ Hi(M) как T = id.

(В частности, T = id на H0(M,Vb).)

Следствие 3.38. (i) Для каждого i образом отображения βi является

пространство T -инвариантов пространства Hi(M,Vb)
T .

(ii) Для каждого i ядро отображения αi : Hi(Vb) → Hi(M) содержит

подпространство (T−id)Hi(Vb). Следовательно, αi пропускается че-

рез пространство коинвариантов Hi(Vb)T .

(iii) Длинная точная последовательность (3.34) согласована с эндомор-

физмами T .

Доказательство. (i) Для u ∈ Hi(M) имеем

T (βi(u)) = βi(u) + Li−1∂iβi(u) = βi(u).
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Обратно, пусть y ∈ Hi(M,Vb)
T . Тогда T (y) = y + Li−1∂i(y) = y, то

есть Li−1∂i(y) = 0. Однако гомоморфизм Li−1 инъективен по предло-

жению 3.36. Отсюда ∂i(y) = 0, то есть y лежит в образе отображения

βi.

(ii) По лемме 3.35, для x ∈ Hi(Vb) выполнено

∂i+1Li(x) = T (x)− x,

а, значит, образ отображения ∂i+1 содержит (T − id)Hi(Vb).

(iii) Согласованность отображений αi и βi с T следует из (i) и (ii).

Пусть y ∈ Hi+1(M,Vb). Тогда

∂i+1T (y) = ∂i+1 (y + Li∂i+1(y))

= ∂i+1(y) + ∂i+1Li∂i+1(y)

= ∂i+1(y) + (T − id)∂i+1(y)

= T∂i+1(y).

Это доказывает следствие.

�

Вложение пар (M,Vb) ⊂ (V, Vb) индуцирует морфизм последовательно-

стей гомологий

. . .→ Hi(M) → Hi(M,Vb)
∂i→ Hi−1(Vb) → . . .

↓ ↓ γi ‖
. . .→ Hi(V ) → Hi(V, Vb)

∂i→ Hi−1(Vb) → . . .

Определение 3.39. Для каждого i > 0 определим эндоморфизм

T : Hi(V, Vb)→ Hi(V, Vb)

как композицию

T (y) = y + γiLi−1∂i(y)
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для y ∈ Hi(V, Vb). В частности, T = id на H0(V, Vb). Определим также

T : Hi(V )→ Hi(V ) как тождественный оператор.

По двойственности это определяет операторы T на когомологиях H i(Vb),

H i(V, Vb), H i(V ).

Следствие 3.40. Последовательность

. . .→ Hi(V )→ Hi(V, Vb)→ Hi−1(Vb)→ . . .

согласована с эндоморфизмами T . Значит, двойственная последователь-

ность когомологий

. . .→ H i−1(Vb)→ H i(V, Vb)→ H i(V )→ . . .

согласована с T .

Доказательство. Это напрямую следует из определения операторов T и фор-

мулы из леммы 3.35. �

Предложение 3.41. (i) Предположим, что морфизм γi : Hi(M,Vb) →
Hi(V, Vb) инъективен. Тогда образом морфизма Hi(V ) → Hi(V, Vb)

является пространство T -инвариантов Hi(V, Vb)
T .

(ii) Если H2n−i−1(V ) = 0, то отображение Hi(M,Vb)→ Hi(V, Vb) инъек-

тивно. Следовательно, по (i) образом морфизма Hi(V ) → Hi(V, Vb)

является пространство T -инвариантов Hi(V, Vb)
T .

Доказательство. (i) Так как T действует тривиально на Hi(V ), и отоб-

ражение Hi(V ) → Hi(V, Vb) согласовано с T , его образ содержит-

ся в пространстве Hi(V, Vb)
T . Обратно, если y ∈ Hi(V, Vb)

T , то y =

y + γiLi−1∂i(y), то есть γiLi−1∂i(y) = 0. Отсюда по предположению

Li−1∂i(y) = 0. Однако отображение Li−1 инъективно по предложе-

нию 3.36, а, значит, ∂i(y) = 0, то есть y лежит в образе отображения

Hi(V )→ Hi(V, Vb).
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(ii) Рассмотрим коммутативную диаграмму

. . .→ Hi(Vb) → Hi(M) → Hi(M,Vb)
∂i→ Hi−1(Vb) → . . .

‖ ↓ δi ↓ γi ‖
. . .→ Hi(Vb) → Hi(V ) → Hi(V, Vb)

∂i→ Hi−1(Vb) → . . .

Из простого диаграммного поиска следует, что если δi инъективно, то

инъективно и γi.

Пусть ∆ ⊂ P1 — замкнутый диск, содержащий∞ и ограниченный пет-

лей C. Пусть ∆0 = ∆ \C — его внутренность. Наконец, пусть W ⊂ V

— дополнение к прообразу w−1(∆0). Тогда W является компактным

многообразием с границей M . Заметим, что вложение W ⊂ V явля-

ется гомотопической эквивалентностью, так как морфизм w не имеет

критических значений в ∆ \ {∞}. Значит, достаточно доказать, что

отображение Hi(M)→ Hi(W ) инъективно. Это отображение являет-

ся частью длинной точной последовательности

. . .→ Hi+1(W,M)→ Hi(M)→ Hi(W )→ . . .

Поэтому достаточно показать, что если выполнено H2n−i−1(W ) = 0,

то Hi+1(W,M) = 0. Это следует из двойственности Лефшеца

H2n−q(W ) ' Hq(W,M)

для компактного ориентированного 2n-мерного многообразия W с

границей ([Sp81, Theorem 6.2.20]).

�

3.3.2. Топология рациональных эллиптических поверхностей. Мы

будем использовать обозначения начала параграфа для специального слу-

чая, который мы будем рассматривать до конца параграфа. Зафиксируем

число 0 6 d 6 9 и пусть f : Z → P1 — рациональная эллиптическая по-

верхность, такая, что дивизор D = Dv = f−1(∞) является колесом Id из
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d гладких рациональных кривых для d > 2, рациональной кривой с одним

нодом для I1 для d = 1 и гладкой эллиптической кривой I0 для d = 0. Пред-

положим вдобавок, что существует сечение P1 → E ⊂ Z. Напомним, что

Y = Z \D.

Так как поверхность Z рациональна, то χ(OZ) = 1. Имеем −KZ = D,

см., к примеру, [ISh89, §10.2]. Значит, c2
1(Z) = 0, так что по формуле Нетера

топологическая эйлерова характеристика для поверхности Z равна 12. Это

значит, что

hi(Z) =


1, i = 0, 4;

10, i = 2;

0, иначе.

По формуле присоединения (KZ + E) ·E = 2g(E)−2 = −2, так что E2 = −1.

Лемма 3.42. (i) Если d = 0, то

hi(D) =


1, i = 0, 2;

2, i = 1;

0, иначе.

(ii) Если d > 0, то

hi(D) =


1, i = 0, 1;

d, i = 2;

0, иначе.

Доказательство. Часть (i) очевидна. Докажем часть (ii). Пусть p1, . . . pd —

точки пересечения компонент дивизора D. Пусть π : D̃ → D — нормализация

этого дивизора. Тогда D̃ является несвязным объединением d копий проек-

тивной прямой P1. Рассмотрим точную последовательность пучков на D

(3.43) 0→ CD → π∗π
∗CD → ⊕di=1Cpi → 0,
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в которой Cpi — пучок-небоскреб с носителем в pi. Заметим, что

dimH i(D, π∗π
∗CD) = dimH i(D̃) =

 d, i = 0, 2;

0, i = 1.

Также заметим, что H0(D,CD) = C, и отображение

H0(D,CD)→ H0(D, π∗π
∗CD)

инъективно. Утверждение леммы следует теперь из длинной точной после-

довательности когомологий, примененной к короткой точной последователь-

ности (3.43). �

Лемма 3.44. Отображение ограничения s : H2(Z)→ H2(D) сюръективно.

Доказательство. Так как поверхность Z рациональна, имеем NS(Z)⊗ C =

H2(Z). Имеем также NS(D) ⊗ C = H2(D), так как H2(D,OD) = 0. Таким

образом, достаточно показать, что отображение ограничения

NS(Z)⊗Q→ NS(D)⊗Q

сюръективно.

Если d равно 0 или 1, то кривая D неприводима, так что пространство

NS(D)⊗Q одномерно и порождено первым классом Черна любого обильного

линейного расслоения. Поэтому достаточно взять обильное расслоение на Z

и ограничить его на D.

Предположим теперь, что d > 2, что значит, что дивизорD является коле-

сом из гладких рациональных кривых. Пусть D1, . . . , Dd — его неприводимые

компоненты. Заметим сперва, что существует изоморфизм NS(D) ∼= Zd, за-

данный отображением

Pic (D) 3 L → (deg L|D1
, . . . , deg L|Dd

).

Далее, для каждого i выполнено

−2 = degKDi
= Di · (Di +KZ) = D2

i .
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Это значит, что матрица Грамма (Di ·Dj) равна

−2 1 0 0 . . . 1

1 −2 1 0 . . . 0

0 1 −2 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 1 −2 1

1 . . . 0 0 1 −2


.

Для доказательства требуемой сюръективности достаточно найти такие ди-

визоры F1, . . . , Fd на поверхности Z, что матрица пересечения (Fi ·Dj) невы-

рождена. Сечение E пересекает единственную компоненту дивизора D, ска-

жем Dd, так как E ·D = 1. Поэтому E ·Dd = 1 и E ·Di = 0 для i 6= d. Взяв

F1 = D1, . . . , Fd−1 = Dd−1, Fd = E, получим матрицу пересечения (Fi · Dj),

равную 

−2 1 0 0 . . . 0

1 −2 1 0 . . . 0

0 1 −2 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 1 −2 0

0 . . . 0 0 0 1


,

дискриминант которой равен (−1)d−1d. �

Вычислим теперь когомологии с компактным носителем H i
c(Y ) поверхно-

сти Y .

Лемма 3.45. Выполнены следующие равенства.

hic(Y ) = hi(Z, j!CY ) =


0, i = 0, 1, 3;

11− d, i = 2;

1, i = 4.
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Доказательство. Первое равенство следует из того факта, что поверхность

Z компактна. Для второго равенства рассмотрим короткую точную последо-

вательность пучков

0→ j!CY → CZ → CD → 0.

Для d = 0 по лемме 3.42(i) индуцированная длинная точная последова-

тельность когомологий H∗(Z,−) имеет вид

0 // j!CY //CZ //CD // 0

H0 0 C r //C

H1 ?1 0 C2

H2 ?2 C10 s //C

H3 ?3 0 0

H4 C C 0.

Для d > 0 по лемме 3.42(ii) та же самая длинная точная последователь-

ность имеет вид

0 // j!CY //CZ //CD // 0

H0 0 C r //C

H1 ?1 0 C

H2 ?2 C10 s //Cd

H3 ?3 0 0

H4 C C 0.

Отображения r в обоих случаях, очевидно, сюръективны, так что ?1 = 0. По

лемме 3.44, отображения s сюръективны. Отсюда ?2 = C11−d, ?3 = 0. �

Следствие 3.46. По двойственности Пуанкаре для Y имеем

hi(Y ) =


1, i = 0;

11− d, i = 2;

0, i = 1, 3, 4.
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3.3.3. Числа Ходжа моделей Ландау–Гинзбурга для рациональных

эллиптических поверхностей.

3.3.3.1. Числа hp,q(Y,w). Мы используем обозначения пункта 3.3.2.

Рассмотрим длинную точную последовательность гомологий

. . .→ H2(Y )→ H2(Y, Yb)→ H1(Yb)→ . . .

Напомним, что в пункте 3.3.1 показано, что существует согласованное дей-

ствие монодромии T на каждом члене последовательности.

Следствие 3.47. Образ отображения H2(Y ) → H2(Y, Yb) совпадает с про-

странством T -инвариантов H2(Y, Yb)
T .

Доказательство. В обозначениях предложения 3.41 имеем n = 2, i = 2 и

H2n−i−1(Y ) = H1(Y ) = 0, см. следствие 3.46. Таким образом, требуемое

утверждение следует из предложения 3.41(ii). �

Предложение 3.48. (i) Выполнено

(3.49) Hk(Y, Yb) =

 C12−d, k = 2;

0, иначе.

(ii) Для d > 0 модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) имеет тип Фано, и

(3.50) hp,q(Y,w) =


1, (p, q) = (0, 2), (2, 0);

10− d, (p, q) = (1, 1);

0, иначе.

(iii) Для d = 0 модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) не имеет тип Фано.

Это предложение доказывает теорему 3.33(iii) и вычисляет правую часть

равенства в теореме 3.33(i).

Доказательство этого предложения займет оставшуюся часть параграфа.
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Лемма 3.51. Отображение ограничения H2(Y ) → H2(Yb) сюръективно.

Таким образом, отображение H2(Yb)→ H2(Y ) инъективно.

Доказательство. Так как слой Yb является гладкой проективной кривой, то

H2(Yb) имеет размерность один и порождено первым классом Черна c1(L)

любого обильного линейного расслоения L на Yb. Поэтому достаточно взять

любое линейное расслоениеM на Y , и его ограничение L = M |Yb также будет

обильным, так что c1(M) ∈ H2(Y ) ограничивается на c1(L) ∈ H2(Yb). �

Уравнение (3.49) теперь следует из длинной точной последовательности

когомологий

. . .→ H i(Y, Yb)→ H i(Y )→ H i(Yb)→ . . .

с помощью следствия 3.46, того факта, что Yb является эллиптической кри-

вой, и леммы 3.51. Это доказывает часть (i) предложения.

Для доказательства частей (ii) и (iii) осталось изучить действие монодро-

мии T на H2(Y, Yb).

Рассмотрим часть длинной точной последовательности гомологий

H3(Y, Yb)→ H2(Yb)→ H2(Y )→ H2(Y, Yb)→ H1(Yb)→ H1(Y ).

Мы знаем, что отображение H2(Yb) → H2(Y ) инъективно, и что H1(Y ) =

H1(Y )∨ = 0. Значит, последовательность

(3.52) 0→ H2(Yb)→ H2(Y )→ H2(Y, Yb)→ H1(Yb)→ 0

также точна. Имеем H2(Yb) = C, H1(Yb) = C2, H2(Y ) = C11−d, а, значит,

последовательность (3.52) изоморфна последовательности

0→ C→ C11−d → C12−d → C2 → 0.

Эти последовательности T -эквивариантны для тривиального действия

оператора T на H2(Yb) и H2(Y ). По теореме Ландмана, T действует уни-

потентно на H1(Yb).
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Для d = 0 слой f−1(∞) гладок, и действие оператора T на H1(Yb) три-

виально. Таким образом, точная последовательность (3.52) и следствие 3.47

показывают, что действие оператора T наH2(Y, Yb) унипотентно с двумя жор-

дановыми блоками размера 2 и восемью блоками размера 1. Это значит, что

модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) не имеет тип Фано, что доказывает пункт

(iii).

Для d > 0 слой f−1(∞) особ, так что действие оператора T на H1(Yb)

нетривиально (см. [Ko63, Table 1]). Таким образом, точная последователь-

ность (3.52) и следствие 3.47 показывают, что действие оператора T на

H2(Y, Yb) унипотентно с одним жордановым блоком размера 3 и 9−d блоками
размера 1. Таким образом, (Y,w) имеет тип Фано, и выполнены уравнения

(3.50). Это завершает доказательство предложения 3.48.

3.3.3.2. Числа f p,q(Y,w). Напомним, что у нас есть открытое вложение

j : Y ↪→ Z.

Лемма 3.53. Выполнено

Ω0
Z(log D) = OZ и Ω2

Z(log D) = OZ .

Таким образом,

Ω0
Z(log D)(−D) = Ω2

Z(log D)(−D) = ωZ .

Доказательство. Это следует из определения логарифмического комплекса

в пункте 3.2.1 и того факта, что D является антиканоническим дивизором.

�

Предложение 3.54. Выполнены следующие равенства.

(3.55) hi(Z,Ω0
Z(log D)(−D)) = hi(Z,Ω2

Z(log D)(−D)) =

 0, i=0,1;

1, i=2,
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(3.56) hi(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) =

 0, i=0,2;

10− d, i=1.

Доказательство. Так как поверхность Z рациональна, выполнено

hi(Z,OZ) =

 1, i=0;

0, i=1,2,

так что по двойственности Серра

hi(Z, ωZ) =

 0, i=0,1;

1, i=2.

Поэтому равенства (3.55) следуют из леммы 3.53.

Для доказательства равенства (3.56) заметим, что комплекс

Ω0
Z(log D)(−D)→ Ω1

Z(log D)(−D)→ Ω2
Z(log D)(−D)→ 0

является резольвентой пучка j!CY , см, к примеру, [DI87, стр. 268]. Это дает

спектральную последовательность

Epq
1 = Hp(Z,Ωq

Z(log D)(−D)),

которая сходится к Hp+q(Z, j!CY ). Известно, что эта спектральная последо-

вательность вырождается в члене E1, см. [DI87, Corollarie 4.2.4]. Это значит,

что

h∗(Z, j!CY ) = h∗(Z,Ω0
Z(log D)(−D))+

+ h∗−1(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) + h∗−2(Z,Ω2

Z(log D)(−D)).

Равенства (3.55) означают, что (численный) член E1 этой спектральной

последовательности следующий:

1 h2 1

0 h1 0

0 h0 0

Ω0
Z(log D)(−D) Ω1

Z(log D)(−D) Ω2
Z(log D)(−D).
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Таким образом, используя лемму 3.45, мы получаем равенства

h0(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) = 0,

h1(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) + 1 = 11− d,

h2(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) = 0,

которые доказывают равенство (3.56). �

Предложение 3.57. Существуют изоморфизмы

(i) Ω0
Z(log D, f) = OZ(−D) = ωZ ;

(ii) Ω2
Z(log D, f) = Ω2

Z(log D) = OZ .

(iii) Существует короткая точная последовательность пучков на Z

0→ Ω1
Z(log D)(−D)→ Ω1

Z(log D, f)→ OD → 0.

Доказательство. Пусть t — локальная координата на P1 в окрестности ∞.

Так как дивизор D = f−1(∞) имеет простые нормальные пересечения, ло-

кально он является нулями многочлена xy на A2. Имеем

t =
1

f(x, y)
= xy,

так что

df = d

(
1

xy

)
=
−1

xy

(
dx

x
+
dy

y

)
.

(i) Выполнено Ω0
Z(log D) = OZ . Для любой функции g ∈ OZ выполнено

df ∧ g =
−g
xy

(
dx

x
+
dy

y

)
.

Таким образом, g должна делиться на xy, чтобы лежать в Ω0
Z(log D, f).

(ii) Имеем

Ω2
Z(log D, f) = Ω2

Z(log D) = ωZ ⊗ ω−1
Z = OZ .
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(iii) Доказательство состоит из нескольких утверждений.

Утверждение 1. Вложение f ∗Ω1
P1 ⊂ Ω1

Z индуцирует вложение

f ∗Ω1
P1(log∞) ⊂ Ω1

Z(log D, f).

Действительно, пучок Ω1
P1(log∞) локально в окрестности ∞ порож-

ден
dt

t
=
d(xy)

xy
=
ydx+ xdy

xy
=
dx

x
+
dy

y
,

что означает, что f ∗Ω1
P1(log∞) ⊂ Ω1

Z(log D), и тогда

f ∗Ω1
P1(log∞) ⊂ Ω1

Z(log D, f).

Утверждение 2. Имеем вложение Ω1
Z(log D)(−D) ⊂ Ω1

Z(log D, f).

Действительно, локальное сечение пучка Ω1
Z(log D)(−D) около D за-

дается как s = xy(g1
dx
x + g2

dy
y ), где g1, g2 ∈ OZ . Тогда

df ∧ s = −(g2 − g1)
dx ∧ dy
xy

.

Утверждение 3. Пересечение Ω1
Z(log D)(−D)∩ f ∗Ω1

P1(log∞) подпуч-

ков пучка Ω1
Z(log D, f) равно f ∗Ω1

P1(log∞)(−∞).

Действительно, пучок Ω1
P1(log∞)(−∞) в окрестности ∞ порожден

t
dt

t
= xy

(
dx

x
+
dy

y

)
∈ Ω1

Z(log D)(−D) ∩ f ∗Ω1
P1(log∞).

Отсюда

f ∗Ω1
P1(log∞)(−∞) ⊂ Ω1

Z(log D)(−D) ∩ f ∗Ω1
P1(log∞).

Обратно, пусть форма

η = h(t)
dt

t
∈ Ω1

P1(log ∞)

76



такая, что

η = h(xy)

(
dx

x
+
dy

y

)
∈ Ω1(log D)(−D).

Тогда h(xy) делится на xy, то есть h обращается в ноль в ∞, так что

η ∈ Ω1
P1(log∞)(−∞).

Утверждение 4. Выполнено неравенство

Ω1
Z(log D, f) = Ω1

Z(log D)(−D) + f ∗ΩP1(log∞).

Действительно, пусть ω = g1
dx
x + g2

dy
y , где g1, g2 ∈ OZ , — локальное

сечение пучка Ω1
Z(log D, f) в окрестности D. Тогда ω = 1/2(ω1 + ω2),

где

ω1 = (g1 + g2)
dx

x
+ (g1 + g2)

dy

y

и

ω2 = (g1 − g2)
dx

x
+ (g2 − g1)

dy

y
.

Имеем

ω1 = (g1 + g2)
dt

t
∈ f ∗ΩP1(log∞),

и, таким образом, по предположению,

df ∧ ω2 = 2(g1 − g2)
dx ∧ dy
(xy)2

∈ Ω2(log D),

откуда следует, что функция (g1 − g2) делится на xy, а значит ω2 ∈
Ω1
Z(log D)(−D). Это доказывает утверждение 4.

Мы готовы к доказательству предложения 3.57. Сперва заметим, что

фактор Ω1
P1(log∞)/Ω1

P1(log∞)(−∞) изоморфен пучку-небоскребу

C∞. Затем, из утверждения 3 и утверждения 4 следует, что суще-

ствует изоморфизм факторов

Ω1
Z(log D, f)/Ω1

Z(log D)(−D) '

' f ∗ΩP1(log∞)/f ∗ΩP1(log∞)(−∞) = f ∗C∞ = OD,
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что доказывает часть (iii) предложения. �

Предложение 3.58. Вложение пучков Ω1
Z(log D)(−D) ⊂ Ω1

Z(log D, f) ин-

дуцирует изоморфизм когомологий

H∗(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) ' H∗(Z,Ω1

Z(log D, f)).

Доказательство. Согласно предложению 3.66(iii), существует короткая точ-

ная последовательность пучков

(3.59) 0→ Ω1
Z(log D)(−D)→ Ω1

Z(log D, f)→ OD → 0.

Имеем

hi(Z,OD) =

 1, i = 0, 1;

0, иначе,

и, по предложению 3.54,

hi(Z,Ω1
Z(log D)(−D)) =

 0, i=0,2;

10− d, i=1.

Отсюда, утверждение предложения эквивалентно не обращению в ноль гра-

ничного отображения

H0(Z,OD)→ H1(Z,Ω1
Z(log D)(−D)).

Пусть i : E ↪→ Z — вложение сечения эллиптического расслоения Z. Рас-

смотрим ограничение последовательности (3.59) на E:

(3.60) 0→ i∗Ω1
Z(log D)(−D)→ i∗Ω1

Z(log D, f)→ i∗OD → 0.

Так как E является сечением отображения f , оно пересекает дивизор D

трансверсально (в гладкой точке дивизора D). Таким образом, последова-

тельность (3.60) также короткая точная. Мы отождествим E = P1; так что

E∩D =∞ и i∗OD = C∞. Отображение i∗ : H0(Z,OD)→ H0(E,C∞) является

изоморфизмом, так что достаточно доказать, что граничное отображение

(3.61) H0(E,C∞)→ H1(E, i∗Ω1
Z(log D)(−D))
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не равно нулю.

Утверждение. Последовательность (3.60) изоморфна прямой сумме корот-

ких точных последовательностей

(3.62) 0→ Ω1
E(log∞)(−∞)→ Ω1

E(log∞)→ C∞ → 0

и

0→ N ∗E/Z(−D)
=−→ N ∗E/Z(−D)→ 0→ 0.

Действительно, существует каноническая короткая точная последователь-

ность векторных расслоений на E

(3.63) 0→ N ∗E/Z → i∗Ω1
Z → Ω1

E → 0

с каноническим расщеплением i∗f ∗ : Ω1
E → Ω1

Z (мы отождествляем E и P1).

Последовательность (3.63) индуцирует следующую коммутативную диа-

грамму с точными строками

(3.64)
0 → N ∗E/Z → i∗Ω1

Z(log D) → Ω1
E(log∞) → 0

↑ ↑ ‖
0 → N ∗E/Z(−D) → i∗Ω1

Z(log D, f) → Ω1
E(log∞) → 0

‖ ↑ ↑
0 → N ∗E/Z(−D) → i∗Ω1

Z(log D)(−D) → Ω1
E(log∞)(−∞) → 0.

Действительно, все строки индуцированы последовательностью (3.63), так

что третья строка, очевидно, точна. Вертикальные отображения являются

каноническими вложениями, так что ясно, что вся диаграмма коммутативна.

Осталось доказать точность двух первых строк.

Существуют локальные координаты x, t на Z в окрестности∞ ∈ E, такие,

что

E = {x = 0} и D = {t = 0}.
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Тогда f = 1
t , и пучок Ω1

Z(log D) (соответственно Ω1
Z(log D, f)) локально по-

рожден формами dx, dtt (соответственно tdx, dtt ). Это влечет точность первых

двух строк и доказывает утверждение.

Теперь мы можем дополнить две нижние строки диаграммы (3.64) до ком-

мутативной диаграммы с точными строками и столбцами:

(3.65)
0 0 0

↑ ↑ ↑
0 → 0 → C∞ → C∞ → 0

↑ ↑ ↑
0 → N ∗E/Z(−D) → i∗Ω1

Z(log D, f) → Ω1
E(log∞) → 0

‖ ↑ ↑
0 → N ∗E/Z(−D) → i∗Ω1

Z(log D)(−D) → Ω1
E(log∞)(−∞) → 0

↑ ↑ ↑
0 0 0.

Теперь диаграмма (3.65), рассматриваемая как короткая точная последо-

вательность столбцов, расщепляется, как и выше, отображениями i∗f ∗. Это

доказывает утверждение.

Теперь мы можем завершить доказательство предложения 3.58. Заметим,

что последовательность (3.62) изоморфна естественной последовательности

0→ OE(−2)→ OE(−1)→ C∞ → 0,

в которой граничное отображение H0(E,C∞) → H1(E,OE(−2)) является

изоморфизмом. Отсюда, используя приведенное выше утверждение, мы ви-

дим, что граничное отображение (3.61) является ненулевым, что завершает

доказательство предложения 3.58. �
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Предложение 3.66. Выполнено

f p,q(Y,w) =


1, (p, q) = (0, 2), (2, 0);

10− d, (p, q) = (1, 1);

0, иначе.

Доказательство. Предложение 3.54 и лемма 3.57 дает

f p,0(Y,w) = hp
(
Z,Ω0

Z(log D, f)
)

= hp (Z, ωZ) =

 0, p=0,1;

1, p=2,

f p,1(Y,w) = hp
(
Z,Ω1

Z(log D, f)
)

= hp
(
Z,Ω1

Z(log D)(−D)
)

=

 0, p=0,2;

10− d, p=1
и

f p,2(Y,w) = hp
(
Z,Ω2

Z(log D, f)
)

= hp (Z,OZ) =

 1, i=0;

0, i=1,2.

�

Это предложение вычисляет левую часть равенств из теоремы 3.33(i) и

теоремы 3.33(ii) и, вместе с предложением 3.48, завершает доказательство

теоремы 3.33.

3.3.4. Конец доказательства теоремы 3.33 и обсуждение. Изучение

эллиптических поверхностей в пункте 3.3.3 мотивировано конструкциями

зеркальной симметрии для поверхностей дель Пеццо из [AKO06]. В этой рабо-

те авторы доказывают “половину” гипотезы гомологической зеркальной сим-

метрии для поверхностей дель Пеццо. Более точно они доказывают, что для

общей поверхности дель Пеццо Sd степени d, 1 6 d 6 9, полученной из P2

раздутием 9− d общих точек, существует комплексифицированная симплек-

тическая форма ωY на (Y,w), где (Y,w) имеет 12−d нодальных особых слоев,

и что Y может быть компактифицирована до поверхности Z, для которой ди-

визор D является колесом из d кривых, так что

(3.67) Db(coh Sd) ' FS(Y,w, ωY ).
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Мы будем называть (Y,w) моделью Ландау–Гинзбурга для Sd. Мы также до-

пускаем случай d = 0; тогда (Y,w) является моделью Ландау–Гинзбурга для

плоскости P2, раздутой в 9 точках пересечения двух эллиптических кривых,

см. [AKO06]. Эквивалентность (3.67) выполнена также и в этом случае.

Замечание 3.68. Описание поверхности дель ПеццоX степени d как раздутия

P2 дает следующие равенства:

hp,q(X) =


1, (p, q) = (0, 2), (2, 0);

10− d, (p, q) = (1, 1);

0, иначе.

Это замечание, вместе с предложением 3.48 и предложением 3.66, дает

доказательство части (ii) теоремы 3.33 и, таким образом, завершает доказа-

тельство этой теоремы. Другими словами, гипотеза 3.29 и “половина” гипо-

тезы 3.28 выполнено для (зеркальных партнеров) поверхностей дель Пеццо.

Замечание 3.69. Вторая часть гипотезы 3.28 не выполнена уже для мо-

дели Ландау–Гинзбурга (Y,w) для P2. Действительно, имеем h0,0(Y,w) =

h1,1(Y,w) = h2,2(Y,w) = 1. Однако модель Ландау–Гинзбурга (Y,w) имеет

в точности три особых слоя, и особым множеством каждого слоя является

простой нод. Значит, целые числа ip,q(Y,w) делятся на 3.

Замечание 3.70. Поверхности дель Пеццо являются раздутиями плоскости

P2 за одним исключением, а именно, за исключением квадрики. Однако то-

рическая модель Ландау–Гинзбурга для квадрики, согласно параграфу 3.1,

является эллиптическим пучком со приведенным слоем над бесконечностью,

который является колесом из 8 кривых. Таким образом, утверждение теоре-

мы 3.33 выполнено и для квадрики.

Замечание 3.71. Для модели Ландау–Гинзбурга (Y,w) многообразия X,

снабженного тривиальным дивизором, dimX = dimY = n, число Ходжа
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h1,1(Y,w), имеет следующую (гипотетическую) интерпретацию, см. гипоте-

зу 7.1. Пусть kY — это число неприводимых компонент (без кратностей)

приводимых слоев суперпотенциала w минус число самих неприводимых

слоев. Тогда h1,1(Y,w) = kY . Отсюда из гипотезы 3.28 и 3.29 следует, что

kY = h1,n−1(X). Эта гипотеза доказана в части 7 для трехмерных многооб-

разий Фано основной серии и для полных пересечений Фано.
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Часть 4. Трехмерные многообразия Фано

Эта часть посвящена наиболее изученному случаю торических моделей

Ландау–Гинзбурга — моделей для трехмерных многообразий Фано. Основной

интерес будет уделен случаю многообразий с числом Пикара 1.

4.1. Слабые модели Ландау–Гинзбурга

Рассмотрим гладкое трехмерное многообразие Фано X с числом Пикара

ρ и дивизор D на нем. Напомним, что такой паре мы сопоставляем регуля-

ризованный ряд ĨX,D и, в частности, свободный член этого ряда ĨX,D0 . Эти

ряды определяется теорией пересечений (кривых и дивизоров) на X рядом

ĨX = ĨX,0, см. начало части 2, или даже рядом IX0 , см. [Prz08a]. Они, по

соображениям размерности, зависят от четной части когомологий многооб-

разия X, которая устроена достаточно просто: H0(X,Z) = H6(X,Z) = Z,

H2(X,Z) = H4(X,Z) = Zρ. Из соотношений на инварианты Громова–

Виттена следует, что они зависят от конечного (небольшого) числа трехточеч-

ных инвариантов Громова–Виттена, более подробно см., к примеру, [Prz08a].

Для трехмерных многообразий Фано основной серии (то есть для случая

ρ = 1) эти трехточечные инварианты были найдены, используя результа-

ты Гивенталя, Фултона–Вудворда и других, см. [Prz07a], [Prz07b] и ссылки в

этих работах. Теорема Гивенталя (см. теорему 5.11 и теорему 6.13) позволяют

вычислить ряд ĨX0 для полных пересечений в гладких торических многообра-

зиях или грассманианах. Трехмерные многообразия Фано с ρ > 1 допускают

такое описание, и соответствующие ряды ĨX0 были вычислены в [CCGK16],

см. также [CCG+]. Если не оговорено особо, нам потребуются именно ряд ĨX0 ,

так что нам не будут нужны детали теории пересечений на X. В дальнейшем

ряд ĨX0 предполагается известным.

Будем считать, чтоD = 0. Напомним, что многочлен Лорана fX называет-

ся слабой моделью Ландау–Гинзбурга для X, если он удовлетворяет условию
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периодов, то есть если его главный период (см. определение 2.2) совпадает

с рядом IX0 . Существует 105 семейств гладких многообразий Фано, см., к

примеру, [IP99] и [MM82]. У 98 из них антиканонический класс очень оби-

лен. Для каждого известна слабая модель Ландау–Гинзбурга, чаще всего не

одна: для случая очень обильного антиканонического класса см. [CCG+], а

для оставшихся семи случаев см. предложение 4.1. Однако мы опишем ме-

тоды, которыми их можно найти, и изучим некоторые их свойства; нам это

понадобится в дальнейшем.

Гладкие трехмерные многообразия Фано, антиканонический класс кото-

рых не очень обилен, могут быть описаны как полные пересечения в глад-

ких торических многообразиях, поэтому для них возможно выписать модели

Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя (см. определение 5.4), и для них выпол-

нено условие периодов.

Предложение 4.1 (ср. предложение 4.11). Многообразия Фано X1−1, X1−11,

X2−1, X2−2, X2−3, X9−1 и X10−1 имеют слабые модели Ландау–Гинзбурга.

Доказательство. Многообразие ФаноX1−1 является гиперповерхностью сте-

пени 6 в P(1, 1, 1, 1, 3). Многообразие Фано X1−11 является гиперповерхно-

стью степени 6 в P(1, 1, 1, 2, 3). Многообразие Фано X2−1 является гипер-

поверхностью типа (1, 1) в P1 × X1−11 в антиканоническом вложении; дру-

гими словами, оно является полным пересечением гиперповерхностей типов

(1, 1) и (0, 6) в P1 × P(1, 1, 1, 2, 3). Многообразие Фано X2−2 является гипер-

поверхностью в некотором торическом многообразии, см. [CCGK16]. Много-

образие Фано X2−3 является гиперповерхностью типа (1, 1) в P1 × X1−12 в

антиканоническом вложении; другими словами, оно является полным пере-

сечением гиперповерхностей типов (1, 1) и (0, 4) в P1×P(1, 1, 1, 1, 2). Наконец,

X9−1 = P1 × S2 и X10−1 = P1 × S1.

Для многообразий Xi−j построим их модели Ландау–Гинзбурга типа Ги-

венталя. Далее представим его многочленом Лорана fi−j, см., в частности,
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формулу 5.16. По [CCG+] он удовлетворяет условию периодов. Рассмотрим

эти случаи по одному.

Моделью Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя для X2−1 является полное

пересечение  u+ v0 = 0,

v1 + v2 + v3 = 0

в SpecT[u, v0, v1, v2, v3] с функцией

u+
1

u
+ v0 + v1 + v2 + v3 +

1

v1v2
2v

3
3

,

см. определение 5.4. После бирациональной замены переменных

v1 =
x

x+ y + 1
, v2 =

y

x+ y + 1
, v3 =

1

x+ y + 1
, u =

z

z + 1
, v0 =

1

z + 1

получим, с точностью до аддитивного сдвига, функцию

f2−1 =
(x+ y + 1)6(z + 1)

xy2
+

1

z

на торе SpecT[x, y, z].

Похожим образом получаются слабые модели Ландау–Гинзбурга и для

остальных многообразий. Имеем

f1−1 =
(x+ y + z + 1)6

xyz
,

f1−11 =
(x+ y + 1)6

xy2z
+ z,

f2−2 =
(x+ y + z + 1)2

x
+

(x+ y + z + 1)4

yz
,

f2−3 =
(x+ y + 1)4(z + 1)

xyz
+ z + 1,

f9−1 = x+
1

x
+

(y + z + 1)4

yz
.

f10−1 =
(x+ y + 1)6

xy2
+ z +

1

z
.

�
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Таким образом, можно считать, что антиканонический класс многообра-

зия X очень обилен. Для нахождения слабой модели для X можно, как и в

предложении 4.1, построить модели Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя и пы-

таться находить бирациональные изоморфизмы тотальных пространств этих

моделей с тором (ср. теорему 6.1). Однако мы воспользуемся другим подхо-

дом. А именно, мы будем рассматривать “хорошие” трехмерные многогранни-

ки и изучать “правильные” многочлены Лорана с носителем в них (в частно-

сти, их коэффициенты будут достаточно симметричные). На данный момент

наиболее правильным является еще большее обобщение описываемых ниже

многочленов Лорана, см. замечание 4.4. Однако оно нам для наших целей не

понадобится.

Слабые модели Ландау–Гинзбурга, “угаданные” исходя из соображе-

ния условия периодов (см. [Prz08b]) или полученные из моделей Ландау–

Гинзбурга полных пересечений, имели, во-первых, рефлексивные многогран-

ники Ньютона, а во-вторых, для них был выполнен биномиальный принцип.

Он предписывает расстановку коэффициентов многочлена Лорана с фик-

сированным многогранником Ньютона. А именно, вершинам многогранника

следует присвоить коэффициент 1, а i-той (с любого конца) целой точке реб-

ра целочисленной длины n следует присвоить
(
n
i

)
. Этот принцип применим

во многих случаях (другими словами, для многогранников Ньютона тори-

ческих многообразий с особенностями типа cDV, то есть теми, у которых

целочисленные точки веерного многогранника (кроме центра координат) ле-

жат на ребрах). Большинство гладких трехмерных многообразий Фано имеет

вырождения к торическим многообразиям с cDV особенностями, однако, к

сожалению, не все. Поэтому мы будем использовать следующее обобщение

биномиального принципа.
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Определение 4.2 (см. [CCGK16]). Говорят, что целочисленный многоуголь-

ник имеет тип An, n > 0, если он является треугольником, две стороны ко-

торого имеют целую длину 1, а оставшаяся имеет целую длину n. (Другими

словами, его целочисленными точками являются 3 вершины и n − 1 точек,

лежащих на одной и той же стороне.) В частности, A0 является отрезком

целой длины 1.

Говорят, что целочисленный многоугольник P имеет тип Минковского,

если он является суммой Минковского нескольких многоугольников типа An,

то есть если

P = {p1 + . . .+ pk| pi ∈ Pi}

для некоторых многоугольников Pi типа Aki, и если аффинная решетка, по-

рожденная P∩Z2, является суммой аффинных решеток, порожденных Pi∩Z2.

Такое разложение называется допустимым решеточным разложением Мин-

ковского и обозначается через P = P1 + . . .+ Pk.

Целочисленный трехмерный многогранник имеет тип Минковского, если

он рефлексивен, и все его грани имеют тип Минковского.

Определение 4.3 (см. [CCGK16]). Пусть P ∈ Z2⊗R — целочисленный мно-

гоугольник типа An. Пусть v0, . . . , vn — последовательные целые точки на

той стороне многоугольника P , которая имеет целую длину n , и пусть u —

оставшаяся целая точка многоугольника P . Пусть x = (x1, x2) — мультипе-

ременная, соответствующая целочисленной решетке Z2 ⊂ R2. Положим

fP = xu +
∑(

n

k

)
xvk.

(В частности, fP = xu + xv0 для n = 0.)

Пусть Q = Q1 + . . . + Qs — допустимое решеточное разложение Минков-

ского целого многоугольника Q ⊂ R2. Положим

fQ1,...,Qs = fQ1
· . . . · fQs.
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Многочлен Лорана f ⊂ T[x1, x2, x3] называется многочленом типа Мин-

ковского, если многогранник N(f) имеет тип Минковского, и для каждой

грани Q ⊂ N(f), как для целого многоугольника, существует допустимое ре-

шеточное разложение МинковскогоQ = Q1+. . .+Qs, такое что f |Q = fQ1,...,Qs.

Все 98 семейств гладких многообразий Фано, имеющие очень обильный

антиканонический класс, имеют слабые модели Ландау–Гинзбурга типа Мин-

ковского, см. [CCGK16].

Замечание 4.4. Существует понятие максимально мутационного многочле-

на (см, к примеру, [KT]). Оно заключается в следующем. Бирациональный

изоморфизм φ : T[x1, . . . , xn] → T[y1, . . . , yn] называется элементарной мута-

цией многочленов f и g, если он задается как y1φ(x1, . . . , xn), yi = xi для

2 6 i 6 n, и φ∗(f) = g. Многочлены Лорана f и g от n переменных назы-

ваются мутацинонно эквивалентными, если существует последовательность

элементарных мутаций, переводящая один многочлен в другой. С другой сто-

роны, имея многогранник ∆ и вектор в двойственном пространстве v, можно

определить мутацию ∆ в v (если она существует), умножая по Минковско-

му k-ю линию уровня v (то есть множества точек {p ∈ ∆ | 〈p, n〉 = k}) на

k-ю степень некоторого фиксированного многогранника ∆v (и деля на него

при k < 0). (Мутации многогранников соответствуют деформациям ториче-

ских многообразий Фано, веерными многогранниками которых они являются,

см. [IV12]). Ясно, что мутации многочленов Лорана индуцируют мутации их

многогранников Ньютона. Однако обратное утверждение в общем случае не

верно; оно задает сильные условия на коэффициенты многочлена Лорана.

Многочлен Лорана называется максимально мутационным, если любая му-

тация его многогранника Ньютона продолжается до мутации многочлена, и

это же верно для всех его мутаций. Жесткие (то есть не имеющие парамет-

ров) максимально мутационные многочлены Лорана и образуют класс слабых

моделей Ландау–Гинзбурга, который кажется на данный момент наилучшим
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образом отвечающим многообразиям Фано. Так, в размерности 2 существует

ровно 10 таких классов, и элементы каждого класса являются слабыми мо-

делями Ландау–Гинзбурга для всех 10 семейств поверхностей дель Пеццо; в

размерности 3 существует 105 классов многочленов, и каждый класс соот-

ветствует одному из 105 семейств трехмерных многообразий Фано (частное

сообщение от А.Каспрчика).

Замечание 4.5. Разложение по Минковскому граней многогранников Ньюто-

на многочленов Лорана типа Минковского естественным образом определяют

мутацию этих многочленов. Оказывается (см. [CCGK16]), многочлены типа

Минковского мутационно эквивалентны тогда и только тогда, когда они име-

ют одну и ту же последовательность свободных членов (и тем самым, явля-

ются слабыми моделями Ландау–Гинзбурга одного и того же многообразия

Фано, если им соответствует такое многообразие). Классы многочленов Лора-

на типа Минковского, не являющиеся слабыми моделями Ландау–Гинзбурга

гладких многообразий Фано, гипотетически соответствуют гладким орбифол-

дам.

4.2. Компактификации Калаби–Яу

Пусть f — слабая модель Ландау–Гинзбурга для гладкого трехмерного

многообразия Фано X и дивизора D на нем. Напомним обозначения пара-

графа 1.2. Пусть ∆ = N(f), ∇ = ∆∨, T = T∆, T∨ = T∇. Во многих случаях

многочлены, удовлетворяющие условию периодов и торическому условию,

также удовлетворяет и условию Калаби–Яу. Однако его не так просто про-

верить: в отличие от случая первых двух условий, не существует достаточно

общих подходов к третьему; обычно приходится проверять условие Калаби–

Яу “вручную”. Естественной представляется идея компактифицировать слои

отображения f : (C∗)3 → C, используя вложение (C∗)3 ↪→ T∨. Действитель-

но, слои компактифицируются до антиканонических сечений в T∨ и, таким
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образом, имеют тривиальные антиканонические классы. Однако во-первых

многообразие T∨ обычно особо и, даже если мы разрешим его (если у него

есть крепантное разрешение!), мы лишь сможем заключить, что его общее

антиканоническое сечение является гладким многообразием Калаби–Яу, но

сложно сказать что-то о конкретных нужных нам сечениях. Во-вторых, ин-

тересующее нас семейство антиканонических сечений имеет базисное множе-

ство, которое нам надо раздуть для того, чтобы построить компактификацию

Калаби–Яу; и это раздутие может быть не крепантным.

Коэффициенты многочленов, соответствующих трехмерным многообра-

зиям Фано, имеют тенденцию к тому, чтобы иметь очень симметричные ко-

эффициенты, по крайней мере для простейших многогранников Ньютона. В

этом случае базисные множества более просты и позволяют построить ком-

пактификации Калаби–Яу. Мы будем предполагать, что многочлен f имеет

тип Минковского. В частности, ∇ целочисленный, другими словами, ∆ ре-

флексивен, и целыми точками обоих многогранников ∆ и ∇ являются либо

точки на границе, либо центры координат.

Лемма 4.6. Пусть T — трехмерное рефлексивное торическое многообразие.

Тогда многообразие T̃∨ гладко.

Доказательство. Пусть C — двумерный конус веера многообразия T̃∨. Он

является конусом над треугольником R с целыми вершинами, не имею-

щим целых строго внутренних точек и лежащим в аффинной плоскости

L = {x| 〈x, y〉 > −1} для некоторого вектора y ∈ N . Это значит, что в

некотором базисе e1, e2, e3 в M выполнено L = {a1e1 + a2e2 + e3}. Пусть P

— пирамида над R с вершиной в центре координат. Тогда по формуле Пика

volR = 1
2 и volP = 1

6 , что значит, что вершины треугольника R формируют

базис в M , так что T̃∨ гладко. �
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К сожалению, утверждение леммы 4.6 не всегда выполнено в случае выс-

ших размерностей, так как существуют n-мерные симплексы, единственными

целыми точками которых являются вершины, такие что их объемы больше,

чем 1
n! .

Лемма 4.7. Пусть f — многочлен Лорана типа Минковского. Тогда для лю-

бой грани Q многогранника ∆ кривая RQ,f является объединением (транс-

версально пересекающихся) гладких рациональных кривых (возможно, с

кратностями).

Доказательство. Пусть грань Q имеет тип Ak, k > 0. В подходящем базисе

грань Q имеет вершины u = (0, 1), v0 = (0, 0), vk = (k, 0) и целые точки vi =

(i, 0). Пусть x, x0, . . . , xk — координаты, соответствующие u, v0, . . . , vk. Тогда,

согласно факту 1.9, FQ задается соотношениями xixj = xrxs, i+ j = r + s, в

P[x : x0 : . . . : xk]. Это значит, что FQ = vk (P(1, 1, k)) является образом k-го

отображения Веронезе поверхности P(1, 1, k). Пусть y0, y1, y2 — координаты

на P(1, 1, k), где вес переменной y2 равен k. Имеем

RQ,f = {
∑

xi

(
n

i

)
+ x = 0} ∩ FQ ⊂ PQ.

Отсюда

RQ,f = {(y0 + y1)
k + y2 = 0} ⊂ P(1, 1, k),

так что кривая RQ,f проектируется изоморфно на P1 при проекции поверхно-

сти P(1, 1, k) на P1 вдоль третьей координаты. Таким образом, RQ,f является

гладкой рациональной кривой кратности один.

Пусть теперь Q = Q1 + . . . + Qn — допустимое решеточное разложение

Минковского, в которомQi имеют тип Aki, такое что f |Q = fQ1
·. . .·fQn. Тогда,

как и выше, существуют вложения Веронезе vki : P(1, 1, ki)→ Pki+1, в которых

Pki+1 — различные проективные пространства. Пусть Π — произведение этих

проективных пространств по всем Qi, так что координаты на Π могут быть
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описаны как наборы целых точек на (Q1, . . . , Qn). Обозначим отображение

FQ1
× . . . × FQn → Π через ϕ. Пусть ψ : Π → PS — вложение Сегре. Пусть

P — проективное пространство, координаты в котором соответствуют целым

точкам многоугольника Q. Пусть xb1,...,bn — естественные координаты на PS.

Пространство P может быть описано как линейное сечение пространства PS,

определяемое линейным пространством

L = {xb1,...,bn = xb′1,...,b′n | b1 + . . .+ bn = b′1 + . . .+ b′n},

и FQ = ψϕ(FQ1
× . . .×FQn)∩L в PS. Это дает бирациональные изоморфизмы

FQi → FQ для ki > 0 и P1-расслоения для ki = 0. (Другими словами, коорди-

наты на FQi соответствуют точкам типа a+ b1 + . . .+ bn−1 на FQ, где a ∈ Qi

и bj — некоторые фиксированные точки на Qj, j 6= i.) В этих координатах

функция f |Q раскладывается на n функций fQ1
, . . . , fQn, таких что fQi = fQj

для Qi = Qj. Это дает требуемое разложение RQ,f = B1∪ . . .∪Bn, где Bi изо-

морфно RQi,fi для ki > 0 и описанного выше стандартного линейного сечения

fi на P(1, 1, ai), Bj — прямая (слой) для kj = 0 и Br = Bs для Qr = Qs. �

Предложение 4.8. Рассмотрим гладкое трехмерное многообразие W .

Пусть F — однопараметрическая антиканоническая линейная система на

W с приведенным слоем D = F∞. Пусть базисное множество B ⊂ D явля-

ется объединением гладких кривых (возможно, с кратностями), такое что

для каждых двух компонент D1, D2 дивизора D выполнено D1 ∩ D2 6⊂ B.

Тогда существует разрешение базисного множества f : Z → P1 с гладким

тотальным пространством Z, такое что −KZ = f−1(∞).

Доказательство (ср. компактификационную конструкцию 3.6). Обозначим

через π : W ′ → W раздутие одной компоненты C множества B наW . Так как

π является раздутием гладкой кривой на гладком многообразии, W ′ гладко.

Пусть E — исключительный дивизор этого раздутия. Пусть D′ = ∪D′i —

собственный прообраз дивизора D = ∪Di. Так как кратность дивизора C на
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D равна 1, имеем

−KW ′ = π∗(−KW )− E = D′ + E − E = D′.

Более того, базисное множество семейства на W ′ такое же, как B или B \C,

возможно вместе с гладкой кривой C ′, изоморфной E ∩ D′i; в частности, C

изоморфно прямой P1. (В базисном множестве нет изолированных точек, так

как оно является пересечением двух дивизоров на гладком многообразии.) Та-

ким образом, все условия предложения выполнены и для W ′. Так как (W,F )

является канонической парой, базисное множество B может быть разрешено

за конечное число шагов. Это дает требуемое разрешение. �

Теорема 4.9. Любой многочлен Лорана от трех переменных типа Минков-

ского допускает компактификацию лог-Калаби–Яу.

Доказательство. Пусть f — такой многочлен Лорана. Напомним, что много-

гранник Ньютона ∆ многочлена f рефлексивен, и (особое) торическое много-

образие (Фано), веерным многогранником которого является∇ = ∆∨, обозна-

чается через T∨. Семейством слоев отображения, задающегося многочленом

f , является пучок {f = λ, λ ∈ C}. Слои этого пучка имеют естественные

компактификации до антиканонических сечений в T∨. Это семейство (точ-

нее, его компактификация до семейства {λ0f = λ1} над P[λ0 : λ1]) порожде-

но своим общим членом и членом, соответствующим постоянному многочлену

Лорана. Последний является не чем иным, как граничным дивизором D мно-

гообразия T∨. Обозначим полученный пучок на T∨ через f : ZT∨ 99K P1 (для

простоты мы используем одно и то же обозначение f для многочлена Лорана,

соответствующего семейства, и разрешений этого семейства). По лемме 4.7,

базисным множеством пучка f на ZT∨ является объединение гладких (рацио-

нальных) кривых (возможно, с кратностями). По лемме 4.6, многообразие T̃∨

является крепантным разрешением многообразия T∨. По определению мно-

гогранника Ньютона коэффициенты многочлена Лорана типа Минковского в
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вершинах многогранника ∆ ненулевые. Это значит, что базисное множество

не содержит тор-инвариантных стратов многообразия T∨, так как оно не со-

держит тор-инвариантных точек по факту 1.12. Таким образом, мы получа-

ем пучок f : ZT̃∨ 99K P
1, тотальное пространство которого гладко, а базисное

множество опять является объединением (трансверсально пересекающихся)

гладких кривых (возможно, с кратностями). По предложению 4.8, существу-

ет разрешение f : Z → P1 базисного множества на ZT̃∨, такое что Z является

гладким и −KZ = f−1(∞). Таким образом, Z и есть требуемая компакти-

фикация лог-Калаби–Яу, и Y = Z \ f−1(∞) является компактификацией

Калаби–Яу. �

Замечание 4.10. Конструкция компактификации Калаби–Яу не канонична:

она зависит от последовательности раздутий базисных компонент. Однако

все компактификации лог-Калаби–Яу изоморфны в коразмерности один.

Предложение 4.11 (ср. предложение 4.1). Многообразия Фано X1−1, X1−11,

X2−1, X2−2, X2−3, X9−1 и X10−1 имеют торические модели Ландау–Гинзбурга.

Доказательство. Согласно предложению 4.1, эти многообразия имеют сла-

бые модели Ландау–Гинзбурга. По [IKKPS] и [DHKLP], они удовлетворяют

торическому условию. Компактифицируем семейство, задающееся многочле-

ном fi−j, до семейства (особых) антиканонических сечений в P1×P2 или P3, а

затем крепантно разрешим особенности тотального пространства семейства.

Рассмотрим эти случаи по одному.

Слабой моделью Ландау–Гинзбурга для многообразияX2−1 является мно-

гочлен

f2−1 =
(x+ y + 1)6(z + 1)

xy2
+

1

z
,

то есть функция на торе SpecT[x, y, z].
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Рассмотрим семейство {f2−1 = λ, λ ∈ C}. Сделаем бирациональную за-

мену переменных

x =
1

b1
− 1

b2
1b2
− 1, y =

1

b2
1b2
, z =

1

a1
− 1

и умножим полученное выражение на знаменатель. Мы видим, что это се-

мейство бирационально семейству

{(1− a1)b
3
2 = ((1− a1)λ− a1) a1(b1b2 − b2

1b2 − 1)} ⊂ A[a1, b1, b2]× A[λ].

Теперь оно может быть компактифицировано до семейства гиперповерхно-

стей типа (2, 3) в P1 × P2 с помощью вложения

T[a1, b1, b2] ↪→ P[a0 : a1]× P[b0 : b1 : b2].

(Некомпактное) тотальное пространство этого семейства имеет тривиальный

канонический класс, а его особенности являются объединением рациональ-

ных кривых, которые в общих точках являются дювалевскими вдоль прямых.

Раздуем любую из этих кривых. Мы снова получим особенности такого же

типа, и (возможно) обыкновенные двойные точки. После нескольких крепант-

ных раздутий мы получим трехмерное многообразие лишь с обыкновенными

двойными точками; эти точки имеют алгебраическое малое разрешение. Это

разрешение и завершает конструкцию компактификации Калаби–Яу. Заме-

тим, что тотальное пространство (C∗)3 исходного семейства вложено в это

разрешение.

Похожим образом получаются компактификации Калаби–Яу и для осталь-

ных многообразий. Имеем

f1−1 =
(x+ y + z + 1)6

xyz
.

Замена переменных

x = ab, y = a, z = a− ab− ac− 1,
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примененная к семейству {f1−1 = λ}, и умножение на знаменатель дают

семейство квартик

a4 = λbc(a− ab− ac− 1).

Вложение SpecT[a, b, c] ↪→ P[a : b : c : d] дает компактификацию до семейства

квартик над A1.

Имеем

f1−11 =
(x+ y + 1)6

xy2z
+ z.

Замена переменных

x = a− ab− c

b
− 1, y = ab, z =

c

b
,

примененная к семейству {f1−11 = λ}, и умножение на знаменатель дают

семейство квартик

a4 = (λb− c)(a− ab− 1)c.

Вложение SpecT[a, b, c] ↪→ P[a : b : c : d] дает компактификацию до семейства

квартик над A1.

Имеем

f2−2 =
(x+ y + z + 1)2

x
+

(x+ y + z + 1)4

yz
.

Замена переменных

x = ab, y = bc, z = c− ab− bc− 1,

примененная к семейству {f2−2 = λ}, и умножение на знаменатель дают

семейство квартик

ac3 = (c− ab− bc− 1)(λab− c2).

Вложение SpecT[a, b, c] ↪→ P[a : b : c : d] дает компактификацию до семейства

квартик над A1.

Имеем

f2−3 =
(x+ y + 1)4(z + 1)

xyz
+ z + 1.
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Замена переменных

x = ac, y = a− ac− 1, z =
b

c
− 1,

примененная к семейству {f2−3 = λ}, и умножение на знаменатель дает се-

мейство

a3b = (λc− b)(b− c)(a− ac− 1).

Вложение SpecT[a, b, c] ↪→ P[a : b : c : d] дает компактификацию до семейства

квартик над A1.

Имеем

f9−1 = x+
1

x
+

(y + z + 1)4

yz
.

Замена переменных

x =
c

b
, y = ac, z = a− ac− 1,

примененная к семейству {f9−1 = λ}, и умножение на знаменатель дает се-

мейство

a3b = (λbc− b2 − c2)(a− ac− 1).

Вложение SpecT[a, b, c] ↪→ P[a : b : c : d] дает компактификацию до семейства

квартик над A1.

Имеем

f10−1 =
(x+ y + 1)6

xy2
+ z +

1

z
.

Замена переменных

x =
1

b1
− 1

b2
1b2
− 1, y =

1

b2
1b2
, z = a1,

примененная к семейству {f10−1 = λ}, и умножение на знаменатель дает

семейство

a1b
3
2 = (λa1 − a2

1 − 1)(b1b2 − b2
1b2 − 1).

Вложение SpecT[a1, b1, b2] ↪→ P[a0 : a1]×P[b0 : b1 : b2] дает компактификацию

до семейства особых гиперповерхностей бистепени (2, 3) в P1 × P2 над A1.

98



Во всех случаях тотальные пространства этих семейств имеют крепантные

разрешения. �

В некоторых случаях компактификация Калаби–Яу может быть построе-

на другим способом, используя технику мультипотенциалов и эллиптических

расслоений.

Предложение 4.12 (А.Хардер). Многочлен f10−1 удовлетворяет условию

Калаби–Яу.

Доказательство. Рассмотрим поверхность B = A[w] × P[s0 : s1]. Компак-

тифицируем семейство, задающееся многочленом f10−1, до семейства эллип-

тических кривых над B, так что проекция на A1 дает (частичную компак-

тификацию) исходного семейства. Это расслоение Вейерштрасса может быть

задано уравнением

Y 2 = X3 + f2X + f3

с

f2 = −1

3

(
2w2s2

1 − 3ws0s1 + s2
0 + s2

1

)4
,

f3 =
2

27

(
2w2s2

1 − 3ws0s1 − 864ws2
1 + s2

0 + 864s0s1 + s2
1

)
·

·
(
2w2s2

1 − 3ws0s1 + s2
0 + s2

1

)5
.

Это расслоение особо, и его множество вырождения над B задается уравне-

нием

s1 (ws1 − s0)
(
2w2s2

1 − 3ws0s1 − 432ws2
1 + s2

0 + 432s0s1 + s2
1

)
·

·
(
2w2s2

1 − 3ws0s1 + s2
0 + s2

1

)10
= 0.

Каждая компонента этого особого множества является гладкой кривой над

B. Особенности тотального пространства этого расслоения лежат в слоях над

кривой, задающейся уравнением

2w2s2
1 − 3ws0s1 + s2

0 + s2
1 = 0.
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Над этой кривой получим кривую дювалевских особенностей типа E8. Эти

особенности могут быть разрешены с помощью восьми раздутий. Это дает

гладкое многообразие Y , которое расслоено над A1 и относительно компакт-

но. Чтобы увидеть, что это разрешение действительно является многообрази-

ем Калаби–Яу, можно использовать формулу для канонического расслоения

([Mi83, стр. 132]). Формула является уравнением KY = g∗(KB + L), где g —

отображение Y → B, а L является дивизором на базе расслоения, который,

в этом случае, является подъемом с P1 на B сечения пучка OP1(2). Таким

образом, KY является подъемом тривиального расслоения на B, а, значит, и

сам тривиален. Таким образом, Y является компактификацией Калаби–Яу

для семейства, задающегося многочленом f10−1. �

В [DHKLP] и [IKKPS] показано, что все трехмерные многообразия Фано

с очень обильным антиканоническим классом имеют слабые модели Ландау–

Гинзбурга типа Минковского, для которых выполнено торическое условие.

Таким образом, суммируя теорему 4.9, предложение 4.1, предложение 4.11

и [DHKLP] и [IKKPS], получаем следующее утверждение.

Следствие 4.13. Пара, состоящая из гладкого трехмерного многообра-

зия Фано X и тривиального дивизора на нем, имеет торическую модель

Ландау–Гинзбурга. Более того, если −KX очень обилен, то многочлен Ло-

рана типа Минковского, удовлетворяющий условию периодов для (X, 0), яв-

ляется торической моделью Ландау–Гинзбурга.

Замечание 4.14. Напомним, что T̃ является гладким торическим многообра-

зием с F (T̃ ) = ∆. Пусть f — общий многочлен Лорана с N(f) = ∆. Мно-

гочлен Лорана f является торической моделью Ландау–Гинзбурга для пары

(T̃ , D), где D является общим C-дивизором на T̃ . Действительно, условие

периодов для него выполнено по [Gi97b]. Следуя компактификационной про-

цедуре, описанной в доказательстве теоремы 4.9, можно видеть, что базисное
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множество B является объединением гладких трансверсально пересекающих-

ся кривых (не обязательно рациональных). Это значит, что так же, как и

выше, утверждение теоремы 4.9 выполнено для f , так что f удовлетворяет

условию Калаби–Яу (ср. [Ha16]). Наконец, торическое условие выполнено для

f тавтологически. Таким образом, f является торической моделью Ландау–

Гинзбурга для (T̃ , D).

Проблема 4.15. Доказать это для гладких трехмерных многообразий Фа-

но и любых дивизоров. Описание многочленов Лорана для всех трехмерных

многообразий Фано содержится в [DHKLP].

Вопрос 4.16. Верно ли, что условие Калаби–Яу следует из условия перио-

дов и торического условия? Если нет, какие условия необходимо наложить

на многочлен Лорана, чтобы оно следовало?

Другим преимуществом компактификационной процедуры, описанной в

теореме 4.9, является то, что она позволяет описать “слои компактифици-

рованных моделей Ландау–Гинзбурга над бесконечностью”. Эти слои игра-

ют важную роль, скажем, для вычисления чисел Ходжа моделей Ландау–

Гинзбурга, см. параграф 3.1. Мы подытожим эти наблюдения в следующем

утверждении.

Следствие 4.17 (ср. [Ha16, Conjecture 2.3.13]). Пусть f — многочлен Ло-

рана типа Минковского. Пусть T̃∨ — (гладкое) максимально триангулиро-

ванное торическое многообразие, такое что F (T̃∨) = N(f), и пусть D —

граничный дивизор для T̃∨. Существует компактификация лог-Калаби–Яу

f : Z → P1 с −KZ = f−1(∞) = D. В частности, D состоит из
(
−KTN(f)

)3

2 +2

компонент, комбинаторно заданных триангуляцией сферы. (Это значит,

что вершины триангуляции соответствуют компонентам дивизора D,

ребра соответствуют пересечениям компонент, а треугольники — точкам

тройных пересечений компонент.)
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Доказательство. Пусть v равно числу вершин в триангуляции многогранни-

ка ∇; другими словами, v равно числу целых точек границы многогранника

∇, или, что то же самое, числу компонент дивизора D. Пусть e равно числу

ребер в триангуляции, и пусть f равно числу треугольников. Так как три-

ангуляция является триангуляцией сферы, имеем v − e + f = 2. С другой

стороны, 2e = 3f . Это значит, что v = f
2 + 2. Необходимое утверждение те-

перь следует из того, что оба числа
(
−KTN(f)

)3 и f равны нормализованному

объему многогранника ∇. �

Замечание 4.18. Пусть g = (−KX)
3

2 + 1 — род трехмерного многообразия Фано

X; в частности, D состоит из g + 1 компонент. Тогда g + 1 = dim | −KX |.

Замечание 4.19. Описание слоев моделей Ландау–Гинзбурга над бесконечно-

стью хорошо укладывается в картину зеркальной симметрии с точки зрения

части 8. Описанные там проекции с точки зрения дивизоров на бесконечности

задаются элементарными подтриангуляциями сферы граничных дивизоров.

Общие слои компактифицированных торических моделей Ландау–Гинз-

бурга являются гладкими поверхностями типа K3. Однако некоторые из

них могут быть особыми или даже приводимыми. Наши наблюдения почти

не дают о них никакой информации; однако особые слои моделей Ландау–

Гинзбурга представляют особый интерес — они содержат информацию о

производной категории особенностей. Примеров вычисления таких катего-

рий немного. Более вычисляемым инвариантом является число компонент

приводимых слоев, см. часть 7.

Замечание 4.20. Большинство трехмерных многообразий Фано имеет “про-

стые” торические вырождения, скажем, вырождения к торическим многооб-

разиям с особенности типа cDV (комбинаторно это значит, что целые точ-

ки их веерных многогранников, кроме центра координат, лежат только на

ребрах). В этих частных случаях можно проследить за исключительными
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дивизорами, возникающими при процедуре разрешения, описанной в пред-

ложении 4.8 и теоремы 4.9. А именно, можно вычислить кратности базисных

кривых (каждая кратность, большая 1, дает исключительные дивизоры в

слоях) и локальное поведение их пересечений. Тогда, в духе процедуры раз-

решения 7.17, можно вычислить требуемое число компонент.

4.3. Торические модели Ландау–Гинзбурга

Как мы упоминали, в работах [DHKLP] и [IKKPS] доказано торическое

условие для большого числа слабых моделей Ландау–Гинзбурга гладких

трехмерных многообразий Фано (в том числе нужных нам). Методы, исполь-

зованные в них — методы торических вырождений и анализ касательных

пространств к пространствам деформаций в интересующих нас точках этих

пространств. В этом параграфе мы подробно изучим интересующие нас то-

рические вырождения трехмерных многообразий Фано основной серии.

Для этого приведем примеры торических моделей Ландау–Гинзбурга (ти-

па Минковского) и докажем для них торическое условие.

Мног. Инд. Степ. Описание Торическая модель ЛГ

X1−1 1 2
Гиперповерхность сте-

пени 6 в P(1, 1, 1, 1, 3).
(x+y+z+1)6

xyz

X1−2 1 4
Общий элемент —

квартика.
(x+y+z+1)4

xyz

X1−3 1 6
Полное пересечение

квадрики и кубики.
(x+1)2(y+z+1)3

xyz

X1−4 1 8
Полное пересечение

трех квадрик.
(x+1)2(y+1)2(z+1)2

xyz
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Мног. Инд. Степ. Описание Торическая модель ЛГ

X1−5 1 10

Общий элемент —

сечение грассмани-

ана Gr(2, 5) двумя

гиперплоскостями и

квадрикой.

(1+x+y+z+xy+xz+yz)2

xyz

X1−6 1 12

Линейное сечение ор-

тогонального грассма-

ниана OG(5, 10) ко-

размерности 7.

(x+z+1)(x+y+z+1)(z+1)(y+z)
xyz

X1−7 1 14

Линейное сечение

грассманиана Gr(2, 6)

коразмерности 5.

(x+y+z+1)2

x

+ (x+y+z+1)(y+z+1)(z+1)2

xyz

X1−8 1 16

Линейное сечение сим-

плектического грас-

сманиана SGr(3, 6)

коразмерности 3.

(x+y+z+1)(x+1)(y+1)(z+1)
xyz

X1−9 1 18

Линейное сечение

грассманиана группы

G2 коразмерности 2.

(x+y+z)(x+xz+xy+xyz+z+y+yz)
xyz

X1−10 1 22

Сечение расслоения

Λ2U∗⊕Λ2U∗⊕Λ2U∗ на
грассманиане Gr(3, 7),

где U — тавтологиче-

ское расслоение.

(z+1)(x+y+1)(xy+z)
xyz + xy

z +z+3

X1−11 2 8 · 1
Гиперповерхность сте-

пени 6 в P(1, 1, 1, 2, 3).
(x+y+1)6

xy2z + z

X1−12 2 8 · 2
Гиперповерхность сте-

пени 4 в P(1, 1, 1, 1, 2).
(x+y+1)4

xyz + z
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Мног. Инд. Степ. Описание Торическая модель ЛГ

X1−13 2 8 · 3 Кубика. (x+y+1)3

xyz + z

X1−14 2 8 · 4
Пересечение двух

квадрик.
(x+1)2(y+1)2

xyz + z

X1−15 2 8 · 5
Линейное сечение

грассманиана Gr(2, 5)

коразмерности 3.

x+ y + z + 1
x + 1

y + 1
z + xyz

X1−16 3 27 · 2 Квадрика. (x+1)2

xyz + y + z

X1−17 4 64 P3. x+ y + z + 1
xyz

Таблица 1: Торические модели Ландау–

Гинзбурга гладких трехмерных многообразий

Фано основной серии

Рассмотрим проективное многообразие X ⊂ Pn, определенное некоторым

однородным идеалом I ⊂ S = C[x0, . . . xn]. Если ≺ — некоторый мономи-

альный порядок на S, тогда существует плоское семейство, вырождающее X

к X≺ = V (init ≺(I)), где init ≺(I) — идеал главных членов элементов иде-

ала I относительно мономиального порядка ≺. Эта конструкция может не

давать сразу торическое вырождение многообразия X, так как, в общем слу-

чае, многообразие X≺ будет очень особо и приводимо, поэтому не может быть

торическим многообразием или вырождаться к торическому многообразию.

Вместо этого мы будем рассматривать торические многообразия, вложен-

ные в Pn, которые также вырождаются к X≺. Рассмотрим такое торическое

многообразие Z, и обозначим черезH схему Гильберта подмногообразий про-

странства Pn с таким же многочленом Гильберта, как уX. Если многообразие

X соответствует достаточно общей точке компоненты пространства H, а X≺
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лежит только на этой компоненте, то многообразиеX должно вырождаться к

Z. Это геометрическое объяснение следующей теоремы; триангуляции, кото-

рые в ней возникают, соответствуют вырождениям торических многообразий

к некоторым специальным мономиальным идеалам, деформации которых не

имеют препятствий.

Теорема 4.21 ([CI14, Corollary 3.4]). Рассмотрим трехмерный рефлексив-

ный многогранник ∇, содержащий m целых точек, 7 6 m 6 11, допускаю-

щий регулярную унимодулярную триангуляцию, содержащую центр коор-

динат в каждом трехмерном симплексе, и такую что любая другая вер-

шина триангуляции имеет валентность 5 или 6. Тогда гладкое трехмерное

многообразие Фано индекса 1 и степени 2m−6 допускает вырождение к T∆,

где ∆ = ∇∨.

Пример 4.22 (X1−6). Рассмотрим многочлен Лорана f из таблицы 1, соот-

ветствующий трехмерному многообразию ФаноX1−6. Многогранник∇ = ∆∨f ,

двойственный к многограннику Ньютона многочлена f , является выпуклой

оболочкой векторов ±e1, ±e2, e3, −e1− e2, e2 + e3 и −e1− e2− e3, см. рисунок

1. Многогранник ∇ имеет только одну несимплициальную грань, которая яв-

ляется параллелограммом. Разбиение этой грани любой из диагоналей дает

триангуляцию границы ∂∇, которая естественным образом дает триангуля-

цию многогранника ∇, такую, что центр координат содержится в каждом

трехмерном симплексе. Несложно проверить, что эта триангуляция регуляр-

на и унимодулярна; более того, все вершины в ней (кроме центра координат)

имеет валентности 5 или 6. Таким образом, согласно теореме 4.21, многооб-

разие X1−6 вырождается к T∆f
.

Пример 4.23 (X1−4, X1−5, X1−7 и X1−8). Рассмотрим многочлен Лорана f

из таблицы 1 для многообразий X1−i, i ∈ {4, 5, 7, 8}. Так же, как и в преды-

дущем примере при i = 6, можно “руками” проверить, что многогранник
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Рис. 1. Многогранник ∆∨f для X1−6

∇, двойственный к многограннику Ньютона многочлена f , удовлетворяет

условию теоремы 4.21. Таким образом, существует вырождение многообразия

X1−i к торическому многообразию T∆, соответствующему торической модели

Ландау–Гинзбурга f .

Пример 4.24 (X1−9). Рассмотрим многочлен Лорана f из таблицы 1, со-

ответствующий многообразию X1−9. Многогранник ∇, двойственный много-

граннику Ньютона многочлена f , имеет 12 целых точек, поэтому теорема 4.21

неприменима. Однако похожая техника может быть использована для дока-

зательства существования требуемого вырождения. Действительно, размер-

ность компоненты U , соответствующей многообразиюX1−9 в схеме Гильберта

HX1−9
антиканонического вложения многообразия X1−9, имеет размерность

153, см. [CI14, Proposition 4.1]. Многообразие T∆, где ∆ = N(f), соответству-

ет точке [T∆] в HX1−9
, так как его многочлен Гильберта равен многочлену

Гильберта многообразия X1−9. Стандартное вычисление из теории деформа-

ций показывает, что [T∆] является гладкой точкой на компоненте размерности

153. Осталось показать, что этой компонентой является U .

Многогранник ∇ = ∆∨ допускает регулярную унимодулярную триангу-

ляцию, такую, что центр координат лежит в каждом трехмерном симплексе,

107



одна точка на границе имеет валентность 6, а все другие имеют валентности

4 или 5. Границей этой триангуляции является единственная триангуляция

сферы с этими свойствами. В этом случае T∆ вырождается к схеме Стенли–

Райзнера R, соответствующей этой триангуляции, и к ней же вырождается

многообразие X1−9, см. [CI14, Corollary 3.3]. Более того, стандартное вычис-

ление из теории деформаций показывает, что в точке [R] схема Гильберта

HX1−9
имеет единственную компоненту размерности 153. Таким образом [T∆]

должна лежать на U , а X1−9 должно вырождаться к T∆.

Таким образом, независимо от [DHKLP] и [IKKPS] мы доказали следую-

щую теорему (ср. следствие 4.13).

Теорема 4.25. Гладкие трехмерные многообразия Фано основной серии

имеют торические модели Ландау–Гинзбурга.

Доказательство. Согласно [CCGK16], многочлены Лорана, представленные

в таблице 1, являются слабыми моделями Ландау–Гинзбурга соответствую-

щих многообразий Фано, а согласно теореме 4.9, для них выполнено условие

Калаби–Яу, так что достаточно проверить для этих многочленов торическое

условие. Многообразия X1−i, i ∈ {1, 2, 3, 4, 11, 12, 13, 14}, являются полны-

ми пересечениями во взвешенных проективных пространствах, и торическое

условие для них следует из теоремы 5.25. Многообразия X1−10 и X1−15 име-

ют малые торические вырождения (то есть вырождения к терминальным

горенштейновым торическим многообразиям), и торическое условие для них

следует из [Gal08]. Торическое условие для многообразий X1−i, i ∈ {5, 6, 7, 8},
следует из примера 4.22 и примера 4.23. Торическое условие для многообра-

зия X1−9 следует из примера 4.24. Наконец, многообразие X1−17 = P3 само

торическое. �
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4.4. Модулярность

Согласно гипотезе зеркальной симметрии? ожидается, что слоями модели

Ландау–Гинзбурга многообразия Фано являются многообразия Калаби–Яу.

Более точно, ожидается, что эти слои зеркально двойствены антиканони-

ческим сечениям многообразия Фано. В трехмерном случае эта двойствен-

ность есть не что иное, как классическая двойственность K3 поверхностей

Долгачева–Никулина.

Пусть H — гиперболическая решетка, т. е. Z⊕ Z с формой пересечения 0 1

1 0

 .

Решеткой пересечений на вторых когомологиях любой K3 поверхности явля-

ется решетка N = H ⊕H ⊕H ⊕E8(−1)⊕E8(−1). Рассмотрим семейство UK

поверхностей типа K3, решетка алгебраических циклов которых содержит

решетку K ⊂ N (и совпадает с K для общей K3 поверхности семейства).

Рассмотрим решетку L′ = K⊥, ортогонал к K в N . Пусть L′ = H ⊕ L.

Определение 4.26 (см. [Do01]). Семейство K3 поверхностей UL называется

двойственным к UK по Долгачеву–Никулину семейством.

Рассмотрим главно поляризованное семейство антиканонических сечений

трехмерного многообразия Фано X индекса i и степени (−KX)3 = i3k. Это

семейство — не что иное, как U〈2n〉, 2n = ik, где через 〈r〉 мы будем обозначать

решетку ранга 1, порожденную вектором с квадратом r. Решетка U〈2n〉 явля-

ется подрешеткой вH. Отображая таким образом U〈2n〉 в одно из слагаемыхH

решетки N можно видеть, что двойственной к U〈2n〉 по Долгачеву–Никулину

решеткой является решетка

Mn = H ⊕ E8(−1)⊕ E8(−1) + 〈−2n〉.

Поверхности с решеткой Пикара Mn являются поверхностями Шиоды–

Инозе. Они могут быть описаны как разрешения факторов некоторых K3
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поверхностей S по инволюции Никулина, то есть инволюции, сохраняющей

решетку трансцендентных циклов TS; она меняет местами две копии E8(−1).

Кроме того, поверхности Шиоды–Инозе могут быть описаны как куммеро-

вы поверхности, соответствующие произведениям эллиптических кривых и

n-изогенных им. Mn-поляризованные поверхности Шиоды–Инозе образуют

неприводимое одномерное семейство.

Оказывается, что слои торических моделей Ландау–Гинзбурга из табли-

цы 1 можно компактифицировать до поверхностейШиоды–Инозе, двойствен-

ных к антиканоническим сечениям трехмерных многообразий Фано. В этом

параграфе мы докажем следующую теорему.

Теорема 4.27. Пусть X — гладкое трехмерное многообразие Фано основной

серии индекса i и пусть (−KX)3 = i3k. Тогда общие слои компактификации

Калаби–Яу торической модели Ландау–Гинзбурга из таблицы 1 для мно-

гообразия X являются поверхностями Шиоды–Инозе с решетками Пикара

Mik/2.

Мы будем говорить, что для торической модели Ландау–Гинзбурга для

многообразия X выполнено условие Долгачева–Никулина, если для нее

выполнено утверждение теоремы 4.27. Назовем такую торическую модель

Ландау–Гинзбурга хорошей.

Таким образом, компактификации хороших моделей Ландау–Гинзбурга

по модулю накрытий и стандартного действия группы PSL(2,C) на базе

образуют единственные семейства поверхностей Шиоды–Инозе. Более точно,

они являются индексолистными накрытиями пространства модулей.

Следствие 4.28. Компактификация хорошей торической модели Ландау–

Гинзбурга единственна с точностью до флопов.

Таким образом, если для трехмерных многообразий Фано основной се-

рии выполняется гипотеза гомологической зеркальной симметрии, то модели
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Ландау–Гинзбурга для этой гипотезы с точностью до флопов являются ком-

пактификациями торических моделей Ландау–Гинзбурга из таблицы 1. Бо-

лее того, все другие хорошие модели Ландау–Гинзбурга бирациональны над

базой A1 торическим моделям Ландау–Гинзбурга из таблицы 1.

Для доказательства теоремы 4.27 мы разберем все 17 случаев по-одному

и вычислим решетки Нерона–Севери слоев компактифицированных моделей

Ландау–Гинзбурга.

Замечание 4.29. В работе [Go07] Голышев описал модели Ландау–Гинзбурга,

двойственные трехмерным многообразиям Фано основной серии, как универ-

сальные семейства над модулярными кривыми X0(n)/τ (где τ — инволюция

Аткина–Ленера), слои которых являются куммеровыми поверхностями, свя-

занными с произведениями эллиптических кривых и n-изогенных им. Описа-

ние Голышева периодов этих семейств в терминах модулярных форм с этой

точки зрения является естественной. Вариации структур Ходжа наших по-

верхностей совпадают (над Q) с вариациями для произведений эллиптиче-

ских кривых, и такие же над Z, как вариации куммеровых поверхностей; это

следует из приведенного выше описания поверхностей Шиоды–Инозе. С этой

точки зрения модулярность периодов моделей Ландау–Гинзбурга естествен-

на.

Замечание 4.30. Ожидается, что слои моделей Ландау–Гинзбурга двойстве-

ны по Долгачеву–Никулину антиканоническим сечениям многообразий Фано

любого ранга Пикара. Если увеличить ранг Пикара, слои моделей Ландау–

Гинзбурга перестанут быть поверхностями Шиоды–Инозе. Однако они оста-

ются поверхностями типа K3 высокого ранга Пикара, поэтому у их периодов

также есть модулярное (или автоморфное) описание. Скажем, для случая

ранга Пикара 2 слои моделей Ландау–Гинзбурга являются куммеровыми по-

верхностями, связанными с произведением двух различных эллиптических

кривых, а для случая ранга три — связанными с абелевыми поверхностями.
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4.4.1. Факты о решетках. Для решетки L и поля k пространство L ⊗Z k
будем обозначать через Lk. Через N ,M мы будем обозначать двойствен-

ные решетки ранга три. Через f1−i мы будем обозначать торическую мо-

дель Ландау–Гинзбурга из таблицы 1, соответствующую многообразию Фано

X1−i, через ∆f1−i ⊂MR будем обозначать ее многогранник Ньютона, а через

∇f1−i ⊂ NR — двойственный многогранник.

Напомним, что через An, Dn, En мы обозначаем решетки корней соот-

ветствующих диаграмм Дынкина. Через M мы будем обозначать решетку

H ⊕ E8(−1)⊕ E8(−1) ранга 18. Напомним, что через Mn мы обозначаем ре-

шетку M ⊕ 〈−2n〉 ранга 19.

Мы будем использовать обозначение (x : y : z : w) для однородных ко-

ординат на P3. Для различных непустых подмножеств I, J,K ⊂ {1, 2, 3, 4}
через HI мы будем обозначать гиперплоскость, определяемую обращением

в ноль суммы координат с номерами из I; например, H{1} является коорди-

натной гиперплоскостью x = 0, тогда как H{2,4} обозначает гиперплоскость,

определенную уравнением y+w = 0. Мы будем обозначать LI,J = HI ∩HJ и

pI,J,K = HI ∩HJ ∩HK .

Часто мы будем пользоваться не компактификациями Калаби–Яу, по-

строенными в параграфе 4.2, а компактификациями, задающиеся вложением

(C∗)3 ↪→ P[x : y : z : w]. Это даст более явное описание слоев компактифика-

ций как квартик в P3 с обыкновенными двойными точками. В этих случаях

мы найдем некоторые кривые на минимальных разрешениях этих особых

квартик (то есть слоев компактифицированных моделей Ландау–Гинзбурга),

посчитаем матрицу их пересечений и удостоверимся, что она имеет ранг 19.

Мы опустим детали конкретных вычислений этих матриц для удобства чи-

тателя. В других случаях мы будем использовать эллиптические пучки как

описано ниже.
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Напомним некоторые (иногда не такие известные) факты о решетках, ко-

торые нам понадобятся в дальнейшем. Большинство из них содержится в

[Ni79]; хорошей ссылкой для чтения является [Be02]. Рассмотрим решетку L

с билинейным спариванием 〈·, ·〉. Обозначим через L∗ двойственную решетку

Hom(L,Z). Так как спаривание индуцирует изоморфизм LQ ' Hom(LQ,Q),

можно считать, что L∗ ⊂ LQ. Спаривание 〈·, ·〉 индуцирует квадратичную

форму qL на дискриминантной группе D(L) = L∗/L как qL(φ) = 〈φ, φ〉.
Априори qL принимает значения в Q/Z, однако если решетка L четная, она

принимает значения в Q/(2Z).

Зафиксировав базис e1, . . . er решетки L, можно построить матрицу Грам-

ма IL, элементом с номером (i, j) которой является 〈ei, ej〉. Число d(L) =

det(IL) мы будем называть детерминантом решетки L.

Факт 4.31. Пусть L — четная решетка ранга r и сигнатуры (s, r − s), и
пусть d — минимальное число порождающих группы L∗/L. Если r > d+ 2,

то форма qL и число s единственным образом определяет решетку L.

Факт 4.32. Пусть L ⊂M — четные решетки одного ранга. Тогда

[M : L]2 = d(L)/d(M).

Факт 4.33. Пусть L ⊂ M — четные решетки одного ранга, и пусть G =

M/L ⊂ L∗/L = D. Заметим, что так как L ⊂M ⊂M ∗ ⊂ L∗, то выполнено

G ⊂M ∗/L ⊂ D и (M ∗/L)/G 'M ∗/M . Пусть теперь

G⊥ = {a ∈ D | qL(a+H) = qL(a)}.

Так как решетка M четна, то qL|G = 0, и, таким образом, G ⊂ G⊥. Более

того, по элементу a ∈ D выберем элемент ã ∈ L∗, такой что a = ã + L.

Тогда a ∈ G⊥ тогда и только тогда, когда 〈ã,M〉 ⊂ Z, то есть G⊥ = M ∗/L.

Таким образом мы видим, что квадратичная форма qM является ни чем

иным, как формой qL|G⊥, наследуемой с G⊥/G.
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Обратно, для подгруппы G ⊂ D, такой что qL(G) = 0 существует

решетка M , содержащая L, такая что M/L = G.

Факт 4.34. Пусть L — подрешетка унимодулярной решетки Λ. Тогда

D(L) ' D(L⊥) и qL = −qL⊥.

Для удобства поместим в таблицу 2 дискриминантные группы и формы

для некоторых решеток, которые будут нами использоваться. Мы предста-

вим дискриминантную форму, предъявив ее значения на порождающих этой

группы. Заметим, что это описание не единственно. К примеру, если дискри-

минантной группой является группа Z/(8) и форма обозначена через 1/8,

это значит, что для порождающей g этой группы выполнено q(g) = 1/8.

Естественно, элемент 3g тоже порождает группу, и для него q(3g) = 9/8.

4.4.2. Эллиптические расслоения на поверхностях типа K3. Мы

кратко напомним некоторые факты об эллиптических расслоениях с сече-

ниями на поверхностях типа K3.

Определение 4.35. Эллиптической поверхностью типа K3 с сечением

называется тройка (S, π, σ), в которой S — это поверхность типа K3, а

π : S → P1 и σ : P1 → S — морфизмы, такие, что общий слой морфизма

π является эллиптической кривой, и π ◦ σ = idP1.

Эллиптическая кривая над полем комплексных чисел может быть реали-

зована как гладкая кубическая кривая в P2 в вейерштрассовой нормальной

форме

(4.36) y2z = 4x3 − g2xz
2 − g3z

3.

Наоборот, уравнение (4.36) определяет плоскую эллиптическую кривую, если

g3
2 − 27g2

3 6= 0.
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Решетка L Группа D(L) Форма qL

H {1} 0

〈−2n〉 Z/(2n) −1/(2n)

A1 Z/(2) −1/2

A2 Z/(3) 4/3

A3 Z/(4) 5/4

A4 Z/(5) 4/5

A5 Z/(6) −5/6

A6 Z/(7) 2/7

A7 Z/(8) 1/8

A8 Z/(9) 4/9

A9 Z/(10) −9/10

A10 Z/(11) 4/11

A11 Z/(12) −11/12

D5 Z/(4) −5/4

D8 Z/(2)⊕ Z/(2) 0, 1

D10 Z/(2)⊕ Z/(2) 1, 1

E6 Z/(3) 2/3

E7 Z/(2) 1/2

E8 {1} 0

Таблица 2. Некоторые дискриминантные группы и формы

Аналогично, эллиптическая поверхность типа K3 с сечением может быть

вложена в P2-расслоение P(OP1⊕OP1(4)⊕OP1(6)) как подмногообразие, задан-

ное уравнением (4.36), где g2, g3 — глобальные сечения пучков OP1(8),OP1(12)

соответственно (иными словами, они являются однородными многочленами

степеней 8 и 12). Особые слои морфизма π являются корнями однородного
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многочлена ∆ = g3
2 − 27g2

3 ∈ H0(OP1(24)) степени 24. Определить тип осо-

бого слоя над корнем p многочлена ∆ можно с помощью алгоритма Тэйта,

используя порядки обращения в ноль многочленов g2, g3 и ∆ в точке p.

Предложение 4.37. [CD07, Lemma 3.9] Общий слой морфизма π и образ

сечения σ порождают подрешетку H в Pic(S). Более того, компоненты

особых слоев морфизма π, которые не пересекают сечение σ, порождают

подрешетку R решетки Pic(S), которая ортогональна построенной решет-

ке H, и группа Pic(S)/(H⊕R) изоморфна группе Морделла–ВейляMW (S, π)

сечений морфизма π.

Предложение 4.38. [Mi89, Corollary VII.3.1] Подгруппа кручения для груп-

пы MW (S, π) вложена в D(R).

Если поверхности типа K3 реализованы как гиперповерхности в ториче-

ских многообразиях, можно комбинаторно построить эллиптические рассло-

ения. Как и раньше, пусть ∆ ⊂ NQ — рефлексивный многогранник, и пред-

положим, что P ⊂ N — плоскость, такая что многоугольник Q = ∆ ∩ P
рефлексивен. Пусть m ∈ M = N ∨ — нормальный вектор к плоскости P .

Тогда P индуцирует тор-инвариантное отображение P(∆∨) → P1 с общим

слоем PQ, заданном в однородных координатах как

πm : (z1, . . . zr) 7→

 ∏
〈vi,m〉>0

z
〈vi,m〉
i ,

∏
〈vi,m〉<0

z
−〈vi,m〉
i


Ограничивая πm на антиканоническую поверхность типа K3, получаем эллип-

тический пучок. Если многоугольник Q имеет сторону без внутренних целых

точек, то это расслоение также имеет сечение. Более подробно см. в [KS02].

4.4.3. Решетки Пикара моделей Ландау–Гинзбурга.

X1−1 Напомним, что моделью Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя для X1−1

является многообразие
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 y0y1y2y3y
3
4 = 1

y1 + y2 + y3 + y4 = 1

с потенциалом

f = y0.

Рассмотрев замену переменных

y1 =
x

x+ y + z + t
, y2 =

y

x+ y + z + t
, y3 =

z

x+ y + z + t
, y4 =

t

x+ y + z + t

(где x, y, z, t являются проективными координатами) получим модель

Ландау–Гинзбурга

y0xyzt
3 = (x+ y + z + t)6, f = y0.

Таким образом в локальной карте, скажем, t 6= 0 мы получим тори-

ческую модель Ландау–Гинзбурга из таблицы 1

f1−1 =
(x+ y + z + 1)6

xyz
.

Общий элемент пучка, соответствующего f1−1, бирационален общему

элементу пучка исходной модели Ландау–Гинзбурга. Обратим потен-

циал: u = 1/f . Мы получим пучок

y1y2y3y
3
4 = u, y1 + y2 + y3 + y4 = 1.

Эта модель является моделью Ландау–Гинзбурга для взвешенного

проективного пространства P(1 : 1 : 1 : 3), см. [CG11, (2)]. (В частно-

сти, по [CG11, Theorem 1.15], общий элемент нашего пучка бирацио-

нально эквивалентен поверхности типа K3.) Сделаем, однако, другую

замену переменных в модели Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя, по-

ложив x = y1, y = y2, z = y4. Тогда мы получим семейство

f̃1−1 = x+ y + z +
λ

xyz3
− 1 = 0
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Пусть ∆̃f1−1
— многогранник Ньютона многочлена f̃1−1, и пусть∇̃f1−1

=

∆̃∨f1−1
. Тогда слои пучка {f̃1−1 = 0} можно компактифицировать в

многообразии T∇̃f1−1
, ср. параграф 4.2. Нормальный вектор (1, 2, 3)

индуцирует эллиптическое расслоение с сечением. Вейерштрассова

нормальная форма для слоев эллиптического расслоения имеет вид

−t
4u

48
+

1

864
t5
(
864t2 + 1728tλ− t+ 864λ2

)
+ u3 + v2 = 0.

Следовательно, по алгоритму Тейта особые слои пучка являются сло-

ями типа II∗ в точках t = 0,∞, и типа I2 в точке t = −λ. Таким
образом, решеткой Пикара полученных поверхностей типа является

решетка H ⊕ E8(−1)⊕ E8(−1)⊕ A1(−1) = M1.

Существует также другое расслоение, задающееся нормальным век-

тором (1, 0, 1), которая дает поляризацию решеткой

H ⊕ E7(−1)⊕D10(−1).

X1−2 Компактифицируем наше семейство до семейства квартик {(x + y +

z+w)4− λxyzw = 0} в P3. Пересекая квартику с пучком плоскостей,

проходящих через одну из таких прямых, получаем семейство диви-

зоров, базисным множеством которого является эта прямая. Вычитая

эту прямую, получим пучок плоских кубик. Раздутие базисных точек

этого пучка даст эллиптическое расслоение с сечением, которое даст

поляризацию поверхности типа K3 решеткой H ⊕ E6(−1)⊕ A11(−1).

Это расслоение имеет сечение, являющееся 3-кручением, и, по пред-

ложению 4.38, оно не имеет других элементов кручения среди сече-

ний. Таким образом, по факту, 4.32, общий слой Yλ компактифици-

рованного семейства имеет d(NS(X)) = 4. Как мы увидим, общие

слои модели Ландау–Гинзбурга для многообразия X1−17 = P3 имеют

расслоения этого же типа, и, сравнивая параметры двух уравнений
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Вейерштрасса, увидим, что слои компактифицированных торических

моделей Ландау–Гинзбурга для X1−1 и X1−17 одинаковы. Так как мы

увидим, что слои компактификации для f1−17 поляризованы решет-

кой M2, получим NS(X) 'M2.

X1−3 Компактифицируем слои для f1−3 до семейства антиканонических ди-

визоров в P1 × P2 через (x, y, z) 7→ ((x : 1) × (y : z : 1)). А именно,

f−1
1−3(λ) компактифицируется до поверхности типа K3

Yλ = {((x : x0), (y : z : w)) ∈ P1 × P2 | (x+ x0)
2(y + z + w)3 − λxx0yzw = 0}.

Проекция P1 × P2 → P1 индуцирует эллиптическое расслоение на Yλ

для общего λ. Отображение (x : x0) 7→ ((x : x0), (1 : −1 : 0)) дает

сечение этого эллиптического расслоения. Представив слой над (1 : a)

в вейерштрассовой форме

a3λ3(24(1 + a)2 − aλ)

48
X−a

4λ4(36(1 + a)2(6(1 + a)2 − as) + a2s2)

864
+X3+Y 2 = 0

и используя алгоритм Тейта видим, что особые слои имеют кодаиров

тип IV ∗ над a = 0,∞, I6 над a = −1 и I1 для 27(a + 1)2 − λa = 0.

Отсюда, решетка H ⊕E6(−1)⊕E6(−1)⊕A5(−1) ранга 19 вложена в

решетку Пикара слоя.

Как мы увидим ниже, компактифицированные слои для f1−16 имеют

такой же тип и поляризованы решеткой M3. Сравнивая уравнения

Вейерштрасса, заключаем, что слои для f1−3 изоморфны слоям для

f1−16, а, значит, слои для f1−3 также поляризованы решеткой M3.

X1−4 Так же как и выше, компактифицируем слои семейства в P1×P1×P1.

Проекция на один из множителей P1 дает структуру эллиптического

пучка с сечением на общим слоем типа K3. Представив его в фор-

ме Вейерштрасса и запустив алгоритм Тейта, получим вложение ре-

шетки H ⊕ A7(−1) ⊕ D5(−1) ⊕ D5(−1) ранга 19 в группу Пикара
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общего слоя. Более того, группа Морделла–Вейля изоморфна груп-

пе Z/(4). Применяя приведенные выше факты о решетках для L =

H ⊕A7(−1)⊕D5(−1)⊕D5(−1), M = NS(X), G = MW (X) ' Z/(4),

D = L∗/L ' Z/(8) ⊕ Z/(4) ⊕ Z/(4), получим d(M) = 8. Перебрав

возможности для G ⊂ D, получим M ∗/M ' Z/(8), и что qM для

порождающего элемента равно 7/8.

Получим теперь, что M 'M4. Пусть e — порождающая для прямого

слагаемого 〈−8〉 решетки M4. Так как решетки H и E8(−1) унимо-

дулярны, группа M ∗
4/M4 ' Z/(8) порождена элементом ε = 1

8e, и

qM4
(ε) = −1/8. Заметим, что элемент 3ε также порождает группу

M ∗
4/M4, и qM4

(3ε) = −9/8 ≡ 7/8 (mod 2). Таким образом, мы видим,

что решеткиM иM4 имеют одну и ту же дискриминантную форму, и

их ранги достаточно велики относительно числа порождающих дис-

криминантных групп. Значит, согласно факту 4.31, решетки M и M4

изоморфны.

X1−5 Компактифицируем слои до особых квартик. Особенностями компак-

тификации являются точки p{i},{j},{4} для 1 6 i 6= j 6 3 типа D4

и точки p{i}{j},{k,4}, где {i, j, k} = {1, 2, 3}, типа A1. Таким образом,

исключительные кривые порождают подрешетку ранга 15. Квартики

также содержат прямые L{i},{j,4} и коники C{i,j,4} для 1 6 i 6= j 6 3,

на которые наложены соотношения

H{1} = 2L{1},{2,4} + 2L{1},{3,4},

H2 = 2L2(14) + 2L2(34),

H3 = 2L3(14) + 2L3(24),

H124 = L1(24) + L2(14) + C124,

H134 = L1(34) + L3(14) + C134,

H234 = L2(34) + L3(24) + C234,
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которые порождают решетку ранга 19.

Вычисляя матрицу пересечения для этих кривых (для этого необхо-

димо раздуть особые точки и проследить, как собственные прообра-

зы прямых на квартике пересекают исключительные кривые), полу-

чим, что они порождают решетку с детерминантом 10, дискрими-

нантной группой Z/(10) с образующей α, имеющей q(α) = 11/10.

Выбирая другую образующую β = 3α, получим q(β) = 99/10 ≡
−1/10 (mod 2Z). Отсюда наша решетка изоморфна решетке M5.

Мы показали, что для общего элемента пучка Yλ, решетка NS(X)

содержит M5. Чтобы показать, что NS(Yλ) равна решетке M5, заме-

тим, что так как решетка M унимодулярна и содержится в NS(Yλ),

она должна выделяться прямым слагаемым. Так как решетка NS(Yλ)

четна и имеет сигнатуру (1, 18), ортогональное дополнение к M ⊂
NS(Yλ) должна быть четной, отрицательно определенной и иметь

ранг 1, а, значит, задаваться как 〈−2n〉 для некоторого n. Из фак-

та 4.32 следует, что 10/(detNS(Yλ)) = 5/n должно быть полным

квадратом, откуда n = 5.

По-другому, пересечение особой квартики с плоскостью, содержащей

L{1},{2,4}, состоит из L{1},{2,4} и (в общем случае) гладкой кубики. Пу-

чок этих кубик после раздутия базисных точек задает структуру эл-

липтического расслоения на минимальном разрешении квартики. Это

расслоение имеет особые точки типов I∗2 , I∗1 , I6 и 3I1. Оно также име-

ет одно сечение бесконечного порядка и одно сечение, являющееся 2-

кручением. Отсюда, решетка Пикара общего слоя семейства является

решеткой ранга 19, содержащая решетку

H ⊕D6(−1)⊕D5(−1)⊕ A5(−1)

с фактором Z⊕ Z2.
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X1−6 Как и раньше компактифицируем слои для f1−6 до семейства особых

квартик обычным способом. Получим особенности типа A1 в точках

(1 : −1 : 0 : 0), (1 : 0 : −1 : 0) и (0 : 1 : −1 : 0), особенности типа

A2 в точках (1 : 0 : 0 : 0) и (0 : 0 : 1 : −1), и особенности типа A3 в

точках (0 : 1 : 0 : 0) и (1 : 0 : 0 : −1). Эти квартики также содержат

12 прямых

L{1},{2,3}, L{1},{3,4}, L{1},{2,3,4}, L{2},{3}, L{2},{3,4}, L{2},{1,3,4},

L{3},{4}, L{3},{1,4}, L{3},{1,2,4}, L{4},{1,3}, L{4},{2,3}, L{4},{1,2,3}

с соотношениями, задающимися гиперплоскими сечениями H{1}, H{2},

H{3}, H{4}, H{1,3,4}, H{1,2,3,4}, H{3,4} и H{2,3}. Эти соотношения показы-

вают, что только шесть из двенадцати прямых линейно независимы.

Отсюда, исключительные дивизоры и собственные прообразы прямых

порождают подрешетку в решетке Пикара минимального разрешения

ранга 13 + 6 = 19.

Вычислив матрицу пересечения для этих 25 рациональных кривых

получим, что решетка, которую они порождают, имеет детерминант

±12, дискриминантную группу Z/(12) и дискриминантную форму

23/12 ≡ −1/12 (mod 2Z). Значит, эта решетка изоморфна решетке

M6. Аргумент, аналогичный примененному для случая многообразия

X1−5, показывает, с помощью факта 4.32, что решетка Пикара совпа-

дает с M6.

X1−7 Опять компактифицируем слои до особых квартик. Квартики зада-

ются уравнениями

(x+ y + z + w)(yz(x+ y + z + w) + (y + z + w)(z + w)2)− λxyzw = 0

Особенности имеют тип A1 в точке (0 : 1 : 0 : −1), тип A2 в точках

(1 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : −1 : 0) и (λ : 0 : −1 : 1), тип A3 в точке
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(0 : 0 : 1 : −1) и тип A4 в точке (1 : −1 : 0 : 0). Квартики содержат 8

прямых

L{i},{1,2,3,4} (1 6 i 6 4), L{2},{3,4}, L{3},{2,4},

L{3},{4}, L{234},∗ = {y + z + w = x− λw = 0}

и 2 коники

C1 = {x = yz + (z + w)2 = 0}, C4 = {w = xy + (y + z)2 = 0},

которые связаны соотношениями, происходящими из гиперплоских се-

чений H{1}, H{2}, H{3}, H{4}, H{2,3,4} и H{1,2,3,4}. Эти соотношения по-

казывают, что 10 рациональных кривых на квартике порождают под-

решетку ранга 5 в решетке Пикара. Таким образом их собственные

прообразы, вместе с исключительными кривыми, порождают подре-

шетку в решетке Пикара ранга 19.

Вычисление матрицы пересечения кривых показывает, что они по-

рождают решетку, изоморфную M7. Отсюда, как и в разобранных

выше случаях, решеткой Пикара общего слоя является M7.

X1−8 Компактификация слоев до особых квартик дает 6 особых точек типа

A1 с координатами

(−1 : 0 : 0 : 1), (0 : −1 : 0 : 1), (0 : 0 : −1 : 1),

(1 : −1 : 0 : 0), (1 : 0 : −1 : 0), (0 : 1 : −1 : 0),

и особые точки типа A2 с координатами

(1 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0).

На квартиках также лежит 13 прямых

L{i},{1,2,3,4}, L{j},{4}, L{j},{k,4} для 1 6 i 6 4, 1 6 j 6= k 6 3,
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связанных соотношениями, задающимися гиперплоскими сечениями

H{i}, H{j,4}, H{1,2,3,4} для 1 6 i 6 4, 1 6 j 6 3. Эти соотношения

показывают, что ранг решетки, порожденной этими 13 прямыми, ра-

вен 7. Значит, их собственные прообразы вместе с исключительными

кривыми порождают решетку ранга 19.

Вычисление матрицы пересечения 25 найденных рациональных кри-

вых показывает, что детерминант порождаемой ими решетки равен

±16, а дискриминантной группой является группа Z/(16) с образую-

щей α, такой, что q(α) = 23/16. Взяв образующую β = 5α, получим

q(β) = 575/16 ≡ −1/16 (mod 2Z). Значит, наша решетка изоморфна

M8. В этом случае по факту 4.32 решеткой Пикара общего слоя явля-

ется либо решетка M8, либо решетка M2. Согласно [Go07], наш пучок

имеет ту же вариацию структур Ходжа, как и пучок, поляризованный

решеткойM8 и, таким образом, вариацию, отличную от вариации для

M2. Значит, пучок поляризован решеткой M8.

X1−9 Компактифицируем слои обычным образом до квартик в P3.

Эти квартики имеют структуру эллиптического пучка с сечением,

получающуюся из сечений плоскостями, содержащими L{4},{1,2,3}, ко-

торая дает поляризацию решетки Пикара минимального разрешения

решеткой H ⊕A8(−1)⊕A2(−1)⊕A1(−1)⊕E6(−1) ранга 19. По фак-

ту 4.38, у этого расслоения нет сечений, кроме нулевого, так что ре-

шеткой Пикара должна быть решетка

H ⊕ A8(−1)⊕ A2(−1)⊕ A1(−1)⊕ E6(−1) = M9.

X1−10 Компактификация слоев дает квартики с прямыми

L{1},{3}, L{1},{4}, L{1},{2,4}, L{1},{3,4}, L{2},{3}, L{2},{4}, L{2},{1,4}, L{2},{3,4}, L{3},{1,4},

L{3},{2,4}, L{1,3},{4}L{2,3},{4}, L{1,4},∗ = {x+ w = (s− 2)x+ y = 0},
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L{2,4},∗ = {y + w = (s− 2)y + x = 0},

коники

C{3,4} = {z + w = xy + (λ− 2)z2 = 0},

C{1,2,4} = {x+ y + w = xy + (λ− 3)(x+ y)z + z2 = 0},

C = {z = (λ+ 1)w, (λ+ 1)w2 + xy = 0},

C ′ = {z = (λ+ 1)w, 2w(w + x+ y) + λw(x+ y) + xy = 0},

и особенности типа A3 в точках (1 : 0 : 0 : 0) и (0 : 1 : 0 : 0), типа A2 в

точке (0 : 0 : 1 : 0) и типа A1 в точках (−1 : 0 : 0 : 1) и (0 : −1 : 0 : 1).

Прямые связаны соотношениями, высекаемыми плоскостями H{1},

H{2}, H{3}, H{4}, H{1,3}, H{2,3}, H{1,4}, H{2,4} и H{3,4}.

Вычисление матрицы пересечения показывает, что решеткой Пикара

является решетка M10.

X1−11 По предложению 4.11, слои компактификации являются компактифи-

кациями для многочлена

f̃1−11 = x4 − (λy − z)(xw − xy − w2)z = 0

Рассмотрим эллиптическое расслоение на слоях компактификации до

квартик для многочлена f̃1−11, задающееся пересечением с плоскостя-

ми, содержащими прямую L{1},{3}. Приведя расслоение к форме Вей-

ерштрасса и применив алгоритм Тейта, получим поляризацию решет-

кой H⊕E7(−1)⊕D10(−1). Сравнивая вейерштрассову форму рассло-

ения с вейерштрассовой формой аналогичного расслоения для f1−1,

увидим, что решеткой Пикара является M1.

X1−12 Компактифицируем слои пучка для f1−12 до квартик в P3. Пересе-

кая квартики с пучками плоскостей, содержащих прямую L{1},{2,4},
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вычитая эту прямую и раздувая базисные точки, получим эллиптиче-

ское расслоение с сечением. Индуцированная поляризация задается

решеткой H ⊕ E6(−1) ⊕ A11(−1) ранга 19. Сравнивая расслоение с

аналогичным расслоением для X1−17, получим, что решетка Пикара

общего слоя равна M2.

X1−13 Компактифицируем слои пучка для f1−13 до квартик в P3. Пересе-

кая эти квартики с плоскостями, содержащими прямую L{1},{4}, полу-

чим эллиптическое расслоение, которое дает поляризацию решеткой

H ⊕E6(−1)⊕E6(−1)⊕A5(−1). Группой Морделла–Вейля этого рас-

слоения является группа Z/(3). Следовательно, применяя факт 4.32,

получим d(NS(X)) = ±6. Сравнивая параметры с соответствующими

расслоения для X1−3 и X1−16, заключаем, что NS(X) 'M3.

X1−14 Компактифицируя в торическом многообразии T∇f1−14
, рассмотрим

эллиптическое расслоение, заданное сечением (0, 0, 1). Оно имеет слои

типа I8 над ∞ и типа I∗1 над t = 1
2

(
λ±
√
λ2 + 16

)
. Значит, слои дают

поляризацию решеткой H ⊕ A7(−1) ⊕D5(−1) ⊕D5(−1). Более того,

группа Морделла–Вейля изоморфна Z/(4). Потому, как и в случае

для X1−4, общие слои поляризованы решеткой M4.

X1−15 Компактифицируем слои для f1−15 в T∇f1−15
. Вектор m = (1, 1, 0) ин-

дуцирует эллиптическое расслоение с общим компактифицированным

слоем Yλ. Вейерштрассова форма этого расслоения имеет вид

− 1

48
t2P (s, t)u+

1

864
t3
(
s2(−t) + 4t2 + 12t+ 8

) (
P (s, t) + 24(1 + t)2

)
+u3+v2 = 0,

где P (s, t) = s4t2 − 8s2t3 − 24s2t2 − 16s2t+ 16t4 + 24t3 − 8t2 − 24t− 8.

Это расслоение имеет сечение бесконечного порядка, задающееся как

t 7→
(
− 1

12
t
(
s2t+ 8t2 + 12t+ 4

)
,−1

2
st2(t+ 1)2

)
= (u, v),
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и сечение, являющееся 2-кручением

t 7→
(

1

12

(
−s2t+ 4t2 + 12t+ 8

)
, 0

)
= (u, v)

Значит, согласно предложению 4.37, решетка NS(Yλ) имеет ранг 19 и

содержит решетку H⊕D6(−1)⊕D5(−1)⊕A5(−1) с фактором Z⊕Z2.

Сравнивая это эллиптическое расслоение со случаем X1−5, получим,

что слои для f1−15 изоморфны слоям для f1−5, а, значит, являются

поверхностями типа K3 с поляризацией M5.

X1−16 Вектор m = (1, 2, 1) определяет на общем слое Yλ компактифициро-

ванной модели Ландау–Гинзбурга структуру эллиптического рассло-

ения. Вейерштрассовой формы этого расслоения является

− 1

48
st3u

(
s3t+ 48t+ 48

)
+

+
1

864
t5
(
s6(−t)− 72s3t− 72s3 + 864t2 + 1728t+ 864

)
+ u3 + v2 = 0,

и она определяет особые слои типа III∗ над t = 0, типа II∗ над

t = ∞ и типа I3 над t = −1. Таким образом, слои поляризованы

решеткой N ⊕A2(−1). По предложению 4.38, не существует сечений,

являющихся кручением (дискриминантные группы двух особых слоев

имеют взаимно простые порядки), так что NS(Yλ) = K⊕A2(−1), где

K = H ⊕ E8(−1)⊕ E7(−1).

Заметим теперь, что D(K⊕A2(−1)) = Z2⊕Z3 ' Z6. Записав изомор-

физм Z6 → Z2 ⊕ Z3 как 1 7→ (1, 1), мы сможем получить

qK⊕A2(−1) : Z6 → Q/(2Z),

специфицируя

qK⊕A2(−1)(1) = 1/2 + 4/3 = 11/6 ≡ −1/6( mod 2Z).
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Таким образом, qK⊕A2(−1) ' q〈−6〉 ' qM3
. Поэтому по факту 4.31 имеем

NS(Yλ) 'M3.

Для случаев X1−3 и X1−13 заметим, что вектор m = (1, 0, 0) задает

расслоение, поляризованное решеткой H⊕E6(−1)⊕E6(−1)⊕A5(−1),

а также дополнительные сечения.

X1−17 Общая антиканоническая поверхность типа K3 в P3 имеет решетку

Пикара 〈4〉, порожденную гиперплоским сечением. Мы утвержда-

ем, что слои компактифицированной торической модели Ландау–

Гинзбурга имеют поляризацию решеткойM2. Это можно явно увидеть

из торического расслоения на T∇f1−17
, определенного нормальным век-

тором m = (1,−1,−2). Ограничение этого расслоения на общий слой

компактифицированной модели Ландау–Гинзбурга дает структуру

эллиптического расслоения с уравнением Вейерштрасса

− 1

48

(
s4 + 144

)
t4u+

1

864
t5
(
s6(−t) + 648s2t+ 864t2 + 864

)
+ u3 + v2 = 0

Применив алгоритм Тейта, мы видим, что особыми слоями являются

слои типа II∗ над t = 0,∞, а, значит, поверхности типа K3 поляри-

зованы решеткой M . Более того,

(u, v) =

(
−4s4 + 120s2 + 108

12s2
,
3
(
4s4 + 30s2 + 18

)
2s3

)

дает сечение бесконечного порядка группе Морделла–Вейля, которое

вместе с особыми слоями задает поляризацию решеткой ранга 19. Так

как решетки Пикара слоев содержат подрешеткуM , они должны сов-

падать сMn для некоторого числа n, и, как и в случаеX1−8, применим

[Go07], чтобы заключить, что решетка Пикара совпадает с M2.

Замечание 4.39 (ср. замечание 4.29). В работе [Go07] показано, что моде-

ли Ландау–Гинзбурга для обсуждаемых нами случаев имеют ту же самую
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вариацию структур Ходжа (с точностью до подъема), как и модулярная ва-

риация, связанная с произведением эллиптической кривой на изогенную ей.

А именно, для гладкого трехмерного многообразия Фано основной серии X,

положим (N, d) =
(

(−KX)3

2·i(X)2 , i(X)
)
, где i(X) — индекс многообразия X. Пусть

X0(N)+N — модулярная кривая (Γ0(N) +N)\H, и пусть tN — главная моду-

лярная форма дляX0(N)+N , такая, что tN = 0 в образе каспа i∞. Уравнение

Пикара–Фукса модели Ландау–Гинзбурга для X является подъемом симмет-

рического квадрата униформизующего дифференциального уравнения для

X0(N) +N с помощью λ = tdN .

Часть результата Голышева, относящаяся к подъему, мы можем напрямую

проверить, изучая слои модели Ландау–Гинзбурга.

• Случаи X1−1 и X1−11: В обоих случаях мы имеем поляризацию

H ⊕ E7(−1) ⊕ D10(−1). Из того, что пространство модулей поверх-

ностей типа K3, поляризованное решеткой H ⊕E7(−1)⊕D10(−1) од-

номерно, мы апостериори видим, что слои компактификаций Калаби–

Яу торических моделей Ландау–Гинзбурга f1−1 и f1−11 являются изо-

морфными поверхностями типа K3.

• Случаи X1−2 X1−12 и X1−17: Аналогично, так как пространство мо-

дулей поверхностей типа K3, поляризованных решеткой

H ⊕ E6(−1)⊕ A11(−1)

одномерно, мы апостериори видим, что компактификации слоев то-

рических моделей Ландау–Гинзбурга f1−2, f1−12 и f1−17, изоморфны.

Записав формы Вейерштрасса эллиптических расслоений, задающих

в каждом случае поляризацию, можно послойно сравнить расслоения

и проверить, что слои для X1−12 получаются из слоев для X1−2 с по-

мощью подъема λ 7→ λ2, и, аналогично, слои для X1−17 получаются

из слоев для X1−2 с помощью подъема λ 7→ λ4.
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• Случаи X1−3, X1−13 и X1−16: Аналогично предыдущим случаям, ис-

пользуя поляризацию решеткой H ⊕ E6(−1)⊕ E6(−1)⊕ A5(−1).

• Случаи X1−4 и X1−14: Аналогично предыдущим случаям, используя

поляризацию решеткой H ⊕ A7(−1)⊕D5(−1)⊕D5(−1).

• Случаи X1−5 и X1−15 В этом случае подъем можно использовать,

чтобы получить многочлен f1−15.
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Часть 5. Полные пересечения

5.1. Конструкция Гивенталя

В этой части мы изучим торические модели Ландау–Гинзбурга для пол-

ных пересечений в проективных пространствах. (Компактификации Калаби–

Яу для них также обсуждаются в части 7.) Однако сначала мы опишем кон-

струкцию Гивенталя из [Gi97b] для моделей Ландау–Гинзбурга полных пе-

ресечений Фано в гладких торических многообразиях, а также их интегралы

периодов. Эту конструкцию мы применим к полным пересечениям, а ее обоб-

щение на случай “хороших” торических вырождений — к поверхностям дель

Пеццо (см. параграф 3.1) и, следуя [BCFKS97], к полным пересечениям в

грассманианах (см. часть 6).

Пусть X — факториальное торическое многообразие Фано размерности

N с числом Пикара ρ, соответствующее вееру ΣX в решетке N ∼= ZN . Пусть

D1, . . . , DN+ρ — компоненты его граничного дивизора. Пусть Y1, . . . , Yk —

классы обильных дивизоров на X, высекающих гладкое полное пересечение

Фано Y . Положим Y0 = −KX − Y1 − . . .− Yk. Выберем базис

{H1, . . . , Hρ} ⊂ H2(X),

состоящий из численно эффективных дивизоров. Введем формальные пере-

менные q1, . . . , qρ, см. параграф 1.2. Определим числа κi равенством −KY =∑
κiHi.

Следующая теорема является частным случаем квантовой теоремы Леф-

шеца, см. [Gi97b, Theorem 0.1].

Теорема 5.1. Пусть dim(Y ) > 3. Тогда свободный член регуляризованного

I-ряда для Y равен

(5.2) ĨY0 (q1, . . . , qρ) = exp
(
µ(q)

)
·
∑
β∈K

qβ
∏l

i=0 |β · Yi|!∏N+ρ
j=1 |β ·Dj|!

β·Dj
|β·Dj |

,
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где µ(q) — коррекционный член, линейный по переменным qi (и, в частно-

сти, равный нулю для случая индекса, большего 1). Для случая dim(Y ) = 2

верна та же самая формула после замены когомологий H2(Y ) в определении

ряда ĨY0 на ограничение когомологий H2(X) на Y .

Замечание 5.3. Заметим, что члены ряда (5.2) имеют ненулевые степени по

переменным qi.

Опишем теперь конструкцию Гивенталя модели Ландау–Гинзбурга, двой-

ственной для Y , и вычислим ее периоды. Введем N формальных переменных

u1, . . . , uN+ρ, соответствующих дивизорам D1, . . . , DN+ρ.

Напомним, что короткая точная последовательность 1.7 отождествляет

Pic (X)∨ с решеткой соотношений на примитивные образующие лучей веера

ΣX , рассматриваемые как мономы Лорана от переменных ui. С другой сто-

роны, так как мы выбрали базис в Pic (X), мы можем отождествить Pic (X)∨

и Pic (X) = H2(X). Значит, мы можем выбрать базис в решетке соотноше-

ний, соответствующий {Hi} и, таким образом, {qi}. Мы будем обозначать

эти соотношения через Ri и интерпретировать их как мономы от перемен-

ных u1, . . . , uN+ρ. Мы также будем обозначать через Di образы элементов

Di ∈ D в PicX.

Выберем неф-разбиение, то есть разбиение множества [1, N + ρ] на непе-

ресекающиеся подмножества E0, . . . , Ek, такие что для всех i ∈ [1, k] дивизор∑
j∈EiDj линейно эквивалентен гиперповерхности Yi (что, в частности, озна-

чает, что дивизор
∑

j∈E0
Dj линейно эквивалентен дивизору Y0).

Следующее можно найти в обсуждении после [Gi97b, Corollary 0.4], см.

также [HV00, §7.2]).

Определение 5.4. Моделью Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя для Y на-

зывается подмногообразие LG0(Y ) в торе SpecCq[u±1
1 , . . . , u±1

N+ρ], заданное
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уравнениями

(5.5) Ri = qi, i ∈ [1, ρ],

и ∑
s∈Ej

us = 1, j ∈ [1, k],

с функцией w =
∑

s∈E0
us, называемой суперпотенциалом. Зафиксировав

дивизор D ∼∑ riHi ∈ Pic (Y )C, определим модель Ландау–Гинзбурга типа

Гивенталя LG(Y,D), соответствующую паре (Y,D), положив qi = exp(ri).

Положим LG(Y ) = LG(Y, 0).

Замечание 5.6. Суперпотенциал для модели Ландау–Гинзбурга типа Гивен-

таля может быть определен как w′ = u1 + . . .+ uN+ρ. Однако мы не будем

различать суперпотенциалы w и w′, так как w′ = w+k, так что обе функции

определяют одно и то же семейство над Cq.

Для переменных x1, . . . , xr определим стандартную логарифмическую

форму от этих переменных как

Ω(x1, . . . , xr) =
1

(2πi)r
dx1

x1
∧ . . . ∧ dxr

xr
.

Следующее определение можно найти в обсуждении после [Gi97b, Corollary 0.4]

и в [Gi97a].

Определение 5.7. ДляN+ρ вещественных положительных чисел ε1, . . . , εN+ρ

определим цикл вещественной размерности N + ρ

δ = {|ui = εi|} ⊂ C[u±1
1 , . . . , u±1

N+ρ].

Интегралом Гивенталя для Y или для LG0(Y ) называется интеграл

(5.8) I0
Y =

∫
δ

Ω(u1, . . . , uN+ρ)∏ρ
i=1(1− qi

Ri
) ·∏k

j=0

(
1−

(∑
s∈Ej us

)) ∈ C[[q1, . . . , qρ]].
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Зафиксировав дивизор D =
∑
riHi, можно специализировать интеграл Ги-

венталя на антиканоническое направление и дивизор D, положив qi = eritκi

в интеграле (5.8), ср. определение 1.5. Результат специализации мы будем

обозначать через I(Y,D). Положим I(Y,0) = IY .

Замечание 5.9. Интеграл (5.8) не зависит от чисел εi, если они достаточно

малы.

Замечание 5.10. Интеграл (5.8) определен с точностью до знака, так как мы

не зафиксировали порядок переменных.

Следующая теорема хорошо известна, см. [Gi97b, Theorem 0.1] и обсуж-

дение после [Gi97b, Corollary 0.4]).

Теорема 5.11. Выполнено

ĨY0 = I0
Y .

Рецепт для построения моделей Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя и ин-

тегралов Гивенталя можно упростить. А именно, можно сделать подходящую

мономиальную замену переменных u1, . . . , uN+ρ, чтобы избавиться от неко-

торых из них, используя уравнения (5.5). Более точно, так как N является

свободной группой, то, используя точную последовательность (1.7), получим

изоморфизм

D ∼= PicX∨ ⊕N .

Таким образом, можно найти мономиальную замену переменных u1, . . . , uN+ρ,

введя новые переменные x1, . . . , xN , y1, . . . , yρ, такие, что

ui = X̃i(x1, . . . , xN , y1, . . . , yρ, q1, . . . , qρ),

откуда для всех i ∈ [1, ρ] получим

Ri(u1, . . . , uN+ρ)

qi
=

1

yi
.
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Положим

Xi = X̃i(x1, . . . , xN , 1, . . . , 1, q1, . . . , qρ).

Тогда LG0(Y ) задается в торе SpecCq[x±1
1 , . . . , x±1

N ] уравнениями∑
s∈Ej

αsXs

 = 1, j ∈ [1, k],

с супепотенциалом w =
∑

s∈E0
αsXs, где αi =

∏
q
ri,j
j для некоторых целых

чисел ri,j.

Заметим, что для монома Лорана Ui от переменных uj, j ∈ [1, N + ρ],

который не зависит от переменных ui, выполнено

Ω(u1, . . . , u
±1
i · Ui, . . . , uN+ρ) = ±Ω(u1, . . . , ui, . . . , uN+ρ).

Это значит, что

(5.12) I0
Y =

∫
δ′

±Ω(y1, . . . , yρ) ∧ Ω(x1, . . . , xN)∏ρ
i=1(1− yi)

∏k
j=0

(
1−

(∑
s∈Ej αsX̃s

))
для некоторого цикла δ′ размерности (N + ρ).

Рассмотрим интеграл ∫
σ

dU

U
∧ Ω0

для некоторой формы Ω0 и цикл σ = σ′ ∩ {|U | = ε} для некоторого цик-

ла σ′ ⊂ {U = 0}. Хорошо известно (см, к примеру, [ATY85, Theorem 1.1]),

что
1

2πi

∫
σ

dU

U
∧ Ω0 =

∫
σ′

Ω0|U=0 ,

если оба интеграла определены (то есть, в частности, если форма Ω0 не имеет

полюса вдоль {U = 0}).
Обозначим

Ω0|U=0 = Res U

(
dU

U
∧ Ω0

)
.
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Взяв вычеты у правой части равенства (5.12) относительно переменных

yi, получим

I0
Y =

∫
δ′′

±Ω(x1, . . . , xN)∏k
j=0

(
1−

(∑
s∈Ej αsXs

))
для некоторого цикла δ′′ размерности N .

Более того, можно ввести новый параметр t и положить ui → tui для

i ∈ E0. Фиксируем класс дивизора D =
∑
riHi. Можно проверить, что по-

сле замены переменных qi = eritκi исходный интеграл ограничивается как

интеграл

(5.13)
∫
δ1

±Ω(x1, . . . , xN)∏k
j=1

(
1−

(∑
s∈Ej γsXs

))
·
(
1− t

(∑
i∈E0

γiXi

)) = I(Y,D)

для некоторых мономов γi от переменных erj и цикла δ1 размерности N ,

гомологически эквивалентного циклу

δ0
1 = {|xi| = εi | i ∈ [1, N ]}.

В частности, для D = 0 имеем γi = 1. Та же самая специализация определяет

модель Ландау–Гинзбурга LG(Y )

(5.14)

∑
s∈Ej

Xs

 = 1, j ∈ [1, k],

с суперпотенциалом w =
∑

s∈E0
Xs.

В дальнейшем мы будем использовать прямое обобщение конструкций Ги-

венталя на случай неторического многообразия X, имеющего малое (то есть

с терминальными горенштейновыми особенностями) торическое вырождение

T . А именно, пусть Y — полное пересечение Фано в многообразии X. Рас-

смотрим неф-разбиение множества лучей веера для многообразия T , соответ-

ствующее (вырождениям) гиперповерхностей, высекающих Y . Пусть LG(Y )

— результат применения конструкции Гивенталя для T и построенного неф-

разбиения, так же как в случае полных пересечений в гладких торических
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многообразиях. Батырев в работе [Ba97] предложил LG(Y ) в качестве модели

Ландау–Гинзбурга для Y . Более того, в некоторых случаях, таких как слу-

чай полных пересечений в грассманианах (см. часть 6), эти модели Ландау–

Гинзбурга типа Гивенталя и интегралы Гивенталя могут быть упрощены с

помощью бирациональных замен переменных и взятия вычетов. Это дает

слабые модели Ландау–Гинзбурга для полных пересечений в проективных

пространствах (см. параграф 5.2) и, более общо, грассманианах (см. 6).

Мы также применим обобщение модели (5.14), для гладких полных пе-

ресечений во взвешенных проективных пространствах, см. параграф 5.2 и

часть 9. Такие полные пересечения могут быть описаны как полные пересече-

ния в гладких торических многообразиях, раздув особенности объемлющего

пространства, лежащие вдали от полного пересечения, однако такое описание

эквивалентно прямому применению конструкции (5.14), ср. [Prz07b].

5.2. Слабые модели Ландау–Гинзбурга

Применим теперь построения из параграфа 5.1 для случая полных пере-

сечений в проективных пространствах.

Рассмотрим полное пересечение Y ⊂ PN гиперповерхностей степеней

d1, . . . , dk. Положим

d0 = N + 1−
∑

di.

Предположим, что d0 > 1, то есть что Y является многообразием Фано.

Модель Ландау–Гинзбурга для Y и тривиального дивизора задается в торе

(C∗)N ∼= T[ai,j, ys], i ∈ [1, l], j ∈ [1, di], s ∈ [1, d0 − 1],

уравнениями

(5.15) ai,1 + . . .+ ai,di = 1, i ∈ [1, l],

и суперпотенциалом

w = y1 + . . .+ yd0−1 +
1∏

ai,j
∏
yi
.

137



Многообразие, определяемое уравнениями (5.15), после замены перемен-

ных

xi,j =
ai,j
ai,di

, i ∈ [1, l], j ∈ [1, di − 1]

становится бирациональным тору

(C∗)m ∼= T[xi,j, ys], i ∈ [1, l], j ∈ [1, di − 1], s ∈ [1, d0 − 1],

где m = N − l. Суперпотенциал w теперь задается многочленом Лорана

(5.16) fY =

∏l
i=1(xi,1 + . . .+ xi,di−1 + 1)di∏l

i=1

∏di−1
j=1 xi,j

∏d0−1
j=1 yj

+ y1 + . . .+ yd0−1.

По формуле (5.2) легко можно найти свободный член регуляризованного

I-ряда для Y и сравнить его с рядом свободных членов для fY , формулу

для которого можно найти комбинаторными методами, и удостоверится, что

для fY выполнено условие периодов, то есть что этот многочлен является

слабой моделью Ландау–Гинзбурга для Y . Однако мы проверим, что эти

ряды совпадают с интегралом Гивенталя.

Предложение 5.17. Выполнено

IY =

∫
|xi,j |=εi,j
|ys|=εs

Ω(x1,1, . . . , xl,dk−1, y1, . . . , yd0−1)

1− tfY
.

Доказательство. Рассмотрим интеграл

I =

∫
δ1

Ω(a1,1, . . . , al,dk, y1, . . . , yd0−1)∏l
i=1 (1− (ai,1 + . . .+ ai,di)) ·

(
1− t ·

(
1∏

ai,j
∏
ys

+
∑
ys

))
для некоторого цикла δ1 размерности N , ср. (6.11).

Положим

xi,j =
ai,j
ai,di

, i ∈ [1, l], j ∈ [1, di − 1].

Тогда получим

I =

∫
δ′1

±Ω(x1,1, . . . , x1,d1−1, . . . , xl,1, . . . , xl,dk−1, a1,d1
, . . . , al,dk, y1, . . . , yd0−1)∏l

i=1

(
1−

(∑di−1
j=1 xi,j + 1

)
· ai,di

)
·
(

1− t ·
(

1∏
xi,j

∏
a
di
i,di

∏
ys

+
∑
ys

))
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для некоторого цикла δ′1 размерности N .

Наконец, положим

Qi = 1−
(
di−1∑
j=1

xi,j + 1

)
· ai,di, i ∈ [1, l],

так что

ai,di =
1−Qi∑di−1

j=1 xi,j + 1
.

Теперь имеем

I =

∫
δ′′1

±Ω(x1,1, . . . , xl,dk−1, Q1, . . . , Qk, y1, . . . , yd0−1)∏l
i=1 (1−Qi) ·

(
1− t ·

( ∏l
i=1(xi,1+...+xi,di−1+1)di∏l

i=1(1−Qi)l
∏di−1
j=1 xi,j

∏d0−1
s=1 ys

+ y1 + . . .+ yd0−1

))
для некоторого цикла δ′′1 размерности N . Взяв вычеты относительно пере-

менных Qi и, возможно, перенумеровав переменные, получим

I =

∫
∆

Ω(x1,1, . . . , xl,dk−1, y1, . . . , yd0−1)

1− tfY

для некоторого цикла ∆ размерности N − k.
Положим ∆ = {|xi,j| = εi,j, |ys| = εs} и определим циклы δ2, . . . , δl+1 = ∆

так, что δi−1 является границей трубчатой окрестности цикла δi для всех

i ∈ [3, l + 1] и δ′′1 является границей трубчатой окрестности цикла δ2. Можно

проверить, что цикл δ′′1 , а, значит, и цикл δ1, гомологически эквивалентен

циклу

δ0
1 = {|ai,j| = εi,j, |ys| = εs},

что и завершает доказательство. �

5.3. Компактификации Калаби–Яу

В этом параграфе мы построим компактификацию лог-Калаби–Яу для

модели Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя fY для полного пересечения Y ,

следуя методам из параграфа 4.3.
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Определение 5.18. Фиксируем натуральные числа d1, . . . , dk и N , такие что

число I = N + 1−∑ dj положительно. Многочлен Лорана

fd1,...,dk;I =

∏k
i=1(xi,1 + . . .+ xi,di−1 + 1)di∏k

i=1

∏di−1
j=1 xi,j

∏I−1
j=1 yj

+ y1 + . . .+ yI−1

называется стандартным типа (d1, . . . , dk; I).

В частности, положив iY = N + 1−∑ dj, получим fY = fd1,...,dk;iY . Тори-

ческое многообразие Фано TY , веерным многогранником которого является

многогранник ∆ = N(fY ), называется ассоциированным с f ; оно детально

описано в параграфе 5.4. Рассмотрим многогранник ∇ = ∆∨. Из конкрет-

ного описания многогранника ∆ можно увидеть, что многогранник ∇ цело-

численный; координаты его вершин задаются строками матрицы Md1,...,dk;iX ,

определенной ниже. Другими словами, многообразие TY и многогранник ∆

рефлексивны.

Другое важное свойство многочлена fd1,...,dk;I связано с его коэффициен-

тами. Пусть Q — грань многогранника ∆, и пусть fd1,...,dk;I,Q — ограничение

многочлена fd1,...,dk;I на Q, то есть fd1,...,dk;I,Q — это сумма тех коэффициентов

многочлена fd1,...,dk;I , которые лежат в ∆. Тогда многочлен fd1,...,dk;I,Q также

стандартный.

Теорема 5.19. Пусть Y ⊂ PN — полное пересечение Фано гиперповерхно-

стей степеней d1, . . . , dk. Положим iY = N+1−∑ di. Пусть fY — ториче-

ская модель Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя для Y . Тогда fY допускает

компактификацию лог-Калаби–Яу fY : Z → P1, такую что слой f−1
Y (∞)

— приведенный дивизор, который является объединением гладких рацио-

нальных многообразий. Он состоит из kd1,...,dk;iY компонент (см. определе-

ние 5.20) и комбинаторно задается триангуляцией сферы.

Доказательство. Мы будем следовать стратегии, предложенной в доказа-

тельстве теоремы 4.9. Пусть T∨Y — торическое многообразие Фано, такое
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что F (T∨Y ) = ∇. Антиканоническая линейная система на T∨Y может быть

описана как (проективизация) линейной системы многочленов Лорана, мно-

гогранники Ньютона которых лежат в ∆, см. факт 1.9. Таким образом, се-

мейство {fY = λ| λ ∈ C} может быть компактифицировано до семейства

(особых) антиканонических сечений Калаби–Яу многообразия T∨Y . (Для про-

стоты мы используем одно и то же обозначение fY для функции на торе

(C∗)N−k и на всех его компактификациях.) Это семейство порождено общим

слоем (то есть слоем f−1
Y (λ) для общего λ ∈ C) и слоем над бесконечностью

f−1
Y (∞), который является ни чем иным, как граничным дивизором D мно-

гообразия T∨Y .

Чтобы построить компактификацию лог-Калаби–Яу, необходимо раз-

решить особенности многообразия T∨Y и базисного множества пучка B =

f−1
Y (λ) ∩D и проверить, что все разрешения крепантны.

Пусть D = D1 ∪ . . . ∪ Dr, где Di — неприводимые компоненты диви-

зора D. Тогда B = B1 ∪ . . . ∪ Br, где Bi = f−1
Y (λ) ∩ Di. Граничный ди-

визор Di соответствует вершине многогранника ∇ и, таким образом, гра-

ни Qi многогранника ∆. Как многообразие он задается следующим обра-

зом. Рассмотрим формальные переменные z1, . . . , zs, соответствующие це-

лым точкам грани Qi, и пусть R1, . . . , Rp — однородные биномы от пере-

менных zj, соответствующие соотношениям на целые точки грани Qi. Тогда

Di = {Rj = 0| j = 1, . . . , p} ⊂ P[z1 : . . . : zs]. В частности, это значит, что ди-

визорDi является конусом над образом при отображении Сегре произведения

отображенных по Веронезе проективных пространств или (в тех случаях, ко-

гда iY = 1 или iY = 2) самим образом при отображении Сегре произведения

образов Веронезе проективных пространств. Мы будем называть такие гра-

ничные дивизоры типа I и типа II соответственно. Ограничение многочлена

fY на грань Qi является суммой мономов (с некоторыми коэффициентами),
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которые соответствуют целым точкам грани Qi и, таким образом, перемен-

ным zj; сумма переменных zj с коэффициентами многочлена fY является

линейным сечением многообразия Di ⊂ P[z1 : . . . : zs], задающим Bi.

Если компонента дивизора Di имеет тип I, то одна из переменных zj,

скажем zs, соответствует элементу базиса решетки N , определяемому пере-

менной yq для некоторого q = 1, . . . , iY − 1. Это значит, что Bi изоморфно

проектируется на свой образ при проекции P[z1 : . . . : zs] → P[z1 : . . . : zs−1],

которым является (конус над) образом при отображении Сегре произведения

тех же отображенных по Веронезе проективных пространств, что и для Di. В

частности это означает, что “особенности гиперплоского сечения Bi приходят

с компоненты Di”, так что после разрешения особенностей многообразия T∨Y
компонента Bi становится гладкой. Пусть теперь компонента Di имеет тип

II. Тогда Bi является объединением конусов над линейными сечениями (с

кратностями) проективных пространств, так что оно является объединением

гладких проективных пространств (с кратностями), см. лемму 4.7.

Рассмотрим торическое разрешение многообразия T̃∨Y , заданное веером,

полученным триангуляцией многогранника ∇, вершинами которой являются

все целые точки границы многогранника ∇. Конусы этого веера порожде-

ны элементами базиса решетки N (теми, что порождены переменным yi) и

элементами (произведений) стандартных триангуляций равносторонних сим-

плексов. Это значит, что они образуют часть базиса решетки N , то есть мно-

гообразие T̃∨Y гладкое и является крепантным разрешением многообразия T∨Y ,

ср. лемму 4.6. Более того, после этого разрешения базисное множество B

становится объединением гладких рациональных многообразий (возможно с

кратностями). После крепантного разрешения Z → T̃∨Y базисного множества

(крепантность следует из гладкости многообразия T̃∨Y и компонент множества

B, а также из того факта, что B ∈ T̃∨Y имеет чистую коразмерность два, ср.

предложение 4.8, получаем требуемую компактификацию лог-Калаби–Яу Z.
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Теперь дадим явное описание многогранников ∆ и ∇. Вершинами много-

гранника ∆ ⊂ N являются всевозможные векторы u и v, такие, что

u = (u1,1, . . . , u1,d1−1, . . . , uk,1, . . . , uk,dk−1,−1, . . . ,−1) ,

(так что последние iY − 1 координат вектора u равны −1), где

(ui,1, . . . , ui,di−1) = (−1, . . . , di − 1, . . . ,−1)

с числом di − 1, стоящим на всех di − 1 возможных местах, или

(ui,1, . . . , ui,di−1) = (−1, . . . ,−1) ,

а также v = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит на одном из последних iY − 1

мест.

Вершинами многогранника ∇ являются строки матрицы

Md1,...,dk;iY =

=



iY 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0 −1 . . . −1

0 iY . . . 0 . . . 0 0 . . . 0 −1 . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . iY . . . 0 0 . . . 0 −1 . . . −1

−iY −iY . . . −iY . . . 0 0 . . . 0 −1 . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . iY 0 . . . 0 −1 . . . −1

0 0 . . . 0 . . . 0 iY . . . 0 −1 . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . iY −1 . . . −1

0 0 . . . 0 . . . −iY −iY . . . −iY −1 . . . −1

0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0 iY − 1 . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0 −1 . . . iY − 1



,
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которая образована из k блоков размеров (di − 1) × di и одним последним

блоком размера iY × iY .
Целыми точками многогранника ∇ являются центр координат и точки

на границе. Веер многообразия T̃∨Y задается триангуляцией, вершинами сим-

плексов которой являются целые точки многогранника ∇, лежащие на гра-

нице. Это значит, что граничные дивизоры многообразия T̃∨Y находятся во

взаимно-однозначном соответствии с граничными точками. Более того, ис-

ключительные дивизоры разрешения базисного множества B не лежат в слое

над бесконечностью. Это значит, что число компонент слоя над бесконечно-

стью многообразия Z равно kd1,...,dk;iY , см. определение 5.20, а комбинаторно

они образуют триангуляцию сферы (что значит, что вершины триангуляции

соответствуют компонентам слоя над бесконечностью, ребра соответствуют

пересечениям компонент, и т. д.). В частности, слой над бесконечностью при-

веден, так что вырождение слоев к слою над бесконечностью является полу-

стабильной редукцией, а монодромия семейства вокруг бесконечности мак-

симально унипотентна. Компактификация Z является вручную компактифи-

цированной моделью Ландау–Гинзбурга, см. определение 3.17. �

Определение 5.20. Обозначим число целых точек в выпуклой оболочке

строчек матрицыMd1,...,dk;iY как элементов решетки ZN−k через l. Пусть число

kd1,...,dk;iY равно l − 1.

Замечание 5.21. Можно определить слабые модели Ландау–Гинзбурга (то

есть многочлены Лорана, удовлетворяющие условию периодов) гладких хо-

рошо сформированных полных пересечений Фано во взвешенных проектив-

ных пространствах, если они имеют так называемые хорошие неф-разбиения.

Согласно параграфу 5.4, для них выполнено торическое условие. Такие неф-

разбиения существуют для полных пересечений дивизоров Картье и полных

пересечений коразмерности не больше 2, см. часть 9. Доказательство теоре-

мы 5.19 можно повторить для этих слабых моделей Ландау–Гинзбурга, если
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их многогранники Ньютона рефлексивны (что, впрочем, не является общем

случаем).

Проблема 5.22. Найти формулу, которая выражает число kd1,...,dk;iY через

степени d1, . . . , dk, iY .

Замечание 5.23 (ср. замечание 4.14). Пусть T — гладкое торическое мно-

гообразие, такое что F (T ) = ∆. Пусть f — общий многочлен, такой, что

N(f) = ∆. Многочлен Лорана f является торической моделью Ландау–

Гинзбурга для пары (T,D), где D — общий дивизор на T̃ . Действительно,

условие периодов выполнено согласно [Gi97b]. Следуя описанной в доказа-

тельстве теоремы 5.19 процедуре компактификации можно видеть, что базис-

ное множество B является объединением гладких трансверсально пересека-

ющихся многообразий коразмерности 2 (не обязательно рациональных). Это

значит, что, также как и выше, многочлен f удовлетворяет условию Калаби–

Яу. Наконец, торическое условие для f выполнено тавтологически. Таким

образом, многочлен f является торической моделью Ландау–Гинзбурга для

пары (T,D).

5.4. Торические модели Ландау–Гинзбурга

В этом параграфе мы докажем, что для гладких полных пересечений Фано

во взвешенных проективных пространствах выполняется торическое условие.

Рассмотрим гладкое полное пересечение X дивизоров степеней d1, . . . , dk

во взвешенном проективном пространстве P(w0, . . . , wr), w0 6 w1 6 . . . 6 wr.

Обозначим через d0 =
∑
wi−

∑
dj его индекс Фано. Пусть w0 = 1 и пусть су-

ществует разбиение множества I = {0 . . . r} на такие k+1 непересекающихся

подмножества I0, . . . , Ik, что

∑
j∈Ii

wj = di, i = 0, . . . , k,
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и w0 ∈ I0. Иначе говоря, выберем хорошее неф-разбиение для X. Оно суще-

ствует для полных пересечений дивизоров Картье (см. предложение 9.8) или

в случае k = 1, 2, см. теорему 9.15). Обозначим через wi0, . . . , wimi
элементы

множества Ii для 0 6 i 6 k. Аналогично формуле (5.16), построим многочлен

(5.24) fX =
(x1,0 + . . .+ x1,mi

)d1 · . . . · (xk,0 + . . .+ xk,mk
)dk∏

x
wij
i,j

+x0,1 + . . .+x0,m0
,

где переменная xi,0 равна 1 для 0 6 i 6 mi. Комбинаторно можно видеть,

что он является слабой моделью Ландау–Гинзбурга для X, см. [Prz08b].

Так как многообразие X является полным пересечением, для нахожде-

ния его торического вырождения мы будем вырождать определяющие это

многообразие многочлены к достаточно общим биномиальным многочленам.

Однако на самом деле мы будем строить вырождение к торическому много-

образию, соответствующему многочлену fX .

Теорема 5.25. Существует плоское вырождение многообразия X к тори-

ческому многообразию TN(fX).

Доказательство. Для простоты мы ограничимся случаем неф-разбиения

I0, I1, . . . , Ik, такого что w0j = 1 для 0 6 j 6 m0; это выполнено, напри-

мер, когда X является пересечением дивизоров Картье, см. замечание 9.13.

Общий случай делается аналогично. Заметим, что в этом случае d0 = m0 +1.

Положим ∆fX = N(fX) и T = T∆fX
. Для доказательства теоремы по-

кажем, что T можно вложить как полное пересечение степеней d1, . . . , dk в

P(w0, . . . , wr). Это можно сделать, непосредственно сравнив образующие и со-

отношения для r ·d0-го антиплюриканонического отображения многообразия

T для некоторого числа r с образующими и соотношениями d0-го отображе-

ния Веронезе для P(w0, . . . , wr), см. пример 5.26. Однако мы воспользуемся

другим, более инвариантным описанием, избегая образующих и соотношений.

Сначала применим преобразование координат, чтобы перейти к подалгебре

Веронезе и получить более удобное описание многообразия T . Мы применим
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результат Альтмана (см. [Al95, Theorem 3.5]), который связывает разложе-

ние по Минковскому многогранника с торическим полным пересечением, то

есть торическим многообразием X1, эквивариантно вложенным как полное

пересечение в другом торическом многообразии X2. В нашем случае много-

образием X1 будет наше многообразие T , а многообразием X2 будет наше

взвешенное проективное пространство.

Опишем многообразие T . Рассмотрим решетку

N =
k⊕
i=0

Zmi

с базисом bij для 0 6 i 6 k и 1 6 j 6 mi; обозначим черезM двойственную

решетку. Для любого индекса i положим bi0 = 0. Пусть ∆i = conv {bij}mi

j=0

для i > 1 и положим ∆0 = conv {bij}m0

j=1. Тогда

∆fX = conv

(∑
i>1

di∆i −
∑

i>0,j>1

wijbij,∆0

)
.

Положим σ = Q>0 · (∆f , 1), и обозначим через c вектор (0, 1) в N ⊕Z. Тогда
T = T∆fX

задается как ProjC[σ∨ ∩ (M ⊕ Z)], где Z-градуировка на Proj

задана вектором c.

Теперь сделаем преобразование координат для того, чтобы получить более

удобное описание многообразия T . Рассмотрим автоморфизм решетки N⊕Z,
положив

b0j 7→ b0j − c 1 6 j 6 mi

bij 7→ bij i > 1, 1 6 j 6 mi

c 7→ c

Этот автоморфизм отображает σ в σ′, где

σ′ = Q>0 ·
(∑

i>1

di∆i −
∑

i>0,j>1

wijbij + d0c

)
+Q>0∆0.
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Заметим, что мы можем заменить σ′ на

σ′′ = Q>0 ·
(∑

i>1

di∆i −
∑

i>0,j>1

wijbij + c

)
+Q>0∆0,

и мы по-прежнему будем иметь T ∼= ProjC[(σ′′)∨ ∩ (M ⊕ Z)], где Z-

градуировка на Proj опять задается вектором c. Действительно, во вложении

C[(σ′)∨ ∩ (M⊕ Z)] ↪→ C[(σ′′)∨ ∩ (M⊕ Z)],

восходящем к вложению решетокM⊕Z ↪→M⊕Z, которое отображает c∨ в

d0c
∨, левая часть является не чем иным, как d0-ой подалгеброй Веронезе пра-

вой части. (Мы обозначаем элементы базиса решеткиM×Z, двойственного
к bij и c соответственно через b∨ij и c∨.)

Применим теперь результат Альтмана, чтобы представить X1 = T как

полное пересечение в другом торическом многообразии X2. Обозначим через

Q пересечение конуса σ′′ с гиперплоскостью [c∨ = 1], рассматриваемой как

естественное косечение в NQ. А именно, имеем

Q =
∑
i>1

di∆i −
∑

i>0,j>1

wijbij +Q>0∆0.

Таким образом, естественное разложение сечения Q в сумму Минковского,

компактные части слагаемых которой состоят из точки −∑i>0,j>1wijbij и

расширенных симплексов di∆i для i > 1. Рассмотрим решетку N̂ = N⊕Zk+1,

в которой вторая компонента имеет базис ci для 0 6 i 6 k; обозначим через

M̂ двойственную ей решетку. Определим σ̂ ⊂ N̂Q как конус, порожденный

∆0, ∆i + ci, 1 6 i 6 k,

−
∑

i>0,j>1

wijbij + c0.

Согласно [Al95, Theorem 3.5], существует замкнутое вложение

ProjC[(σ′′)∨ ∩ (M⊕ Z)] ↪→ ProjC[(σ̂)∨ ∩ (M̂)] = X2,
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где Z-градуировка для последней полугрупповой алгебры задается через ĉ =

c0 +
∑k

i=1 dici. По той же самой теореме, это вложение в точности задается

уравнениями

χdic
∨
0 − χc∨i 1 6 i 6 k,

где для u ∈ M̂ через χu обозначен соответствующий характер.

Покажем теперь, что многообразие X2 является нашим взвешенным про-

ективным пространством. Явное вычисление дает, что (σ̂)∨ порождено век-

торами

b∨ij + wijc
∨
0 , 0 6 i 6 k, 1 6 j 6 mi,

c∨0 ,

c∨i −
mi∑
j=1

(b∨ij − wijc∨0 ), 1 6 i 6 k,

и является, таким образом, гладким симплициальным конусом, в котором об-

разующие имеют веса wij, w00 = 1 и wi0 = di−
∑

j>1wij относительно ĉ соот-

ветственно. Таким образом, ProjC[(σ̂)∨∩ (M̂)] является стандартным описа-

нием многообразия P(w00, . . . , wkmk
), так что мы получили вложение многооб-

разия T как полного пересечения степеней d1, . . . , dk. Вырождая уравнения,

определяющие в P(w00, . . . , wkmk
) многообразие X, мы получим требуемое

вырождение X к T . �

Пример 5.26 (поверхность дель Пеццо S2). Рассмотрим на примере по-

верхности S2 описание вырождения через порождающие и соотношения, ср.

замечание 3.4. Эта поверхность является гиперповерхностью степени 4 в

P(1, 1, 1, 2). Ее торической моделью Ландау–Гинзбурга является многочлен

fS2
=

(x+ y + 1)4

xy
.
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Вершины соответствующего многоугольника Ньютона ∆fX соответствуют

столбцам матрицы  3 −1 −1

−1 3 −1

 .

Вершины двойственного многоугольника ∇fS2
= ∆∨fS2

соответствуют столб-

цам матрицы  1 0 −1/2

0 1 −1/2

 .

Таким образом, этот многоугольник не целый (так что многоугольник ∆fS2

не рефлексивен). Однако, увеличив его в два раза, получим многоугольник

∇2
fS2

= 2 · ∇fS2
, который целочисленен. Целыми точками многоугольника

∇2
fS2

являются точки u = (−1,−1) и vab = (a, b) для a, b > 0, a + b 6 2.

Они соответствуют координатам в однородном координатном кольце для T

в двухантиканоническом вложении.

Аффинные однородные соотношения между этими точками соответству-

ют биномиальным соотношениям в идеале, задающем T . В нашем случае эти

соотношения порождены соотношениями для 2-го отображения Веронезе

v20 + v02 = 2v11, v20 + v01 = v10 + v11,

v20 + v00 = 2v10, v02 + v10 = v01 + v11,

v02 + v00 = 2v01

и соотношением

u+ v11 = 2v00.

С другой стороны, рассмотрим 2-е отображение Веронезе гиперповерхно-

сти {x0x1x2 = y4
0} ⊂ P(1, 1, 2, 1). В координатах z02 = x2

0, z20 = x2
1, w = x2,

z00 = y2
0, z11 = x0x1, z01 = x0y0, z10 = x1y0 эта гиперповерхность задается

уравнением

wz11 = z2
00,
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вместе с пятью уравнениями, задающими образ Веронезе

z20z02 = z2
11, z20z01 = z10z11,

z20z00 = z2
10, z02z10 = z01z11,

z02z00 = z2
01.

Они соответствуют выписанным выше аффинным однородным соотношени-

ям, поэтому мы можем задать T как гиперповерхность {x0x1x2 = y4
0} ⊂

P(1, 1, 2, 1). Таким образом, вырождая уравнения, определяющие поверх-

ность S2, мы получим вырождение поверхности дель Пеццо степени 2 к T .

Предложение 5.17, теорема 5.19 и теорема 5.25 дают следующее.

Следствие 5.27. Гладкие полные пересечения Фано имеют торические мо-

дели Ландау–Гинзбурга.
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Часть 6. Полные пересечения в грассманианах

Оказывается, конструкции Гивенталя можно применить не только к пол-

ным пересечениям в гладких торических многообразиях, но и к полным пе-

ресечениям, в многообразиях, допускающих ”хорошие“ торические вырожде-

ния. В этом разделе мы воспользуемся такими вырождениями для грассма-

нианов Gr(n, k + n), k, n > 2, и построим слабые модели Ландау–Гинзбурга

для полных пересечений в них. Мы воспользуемся конструкциями моде-

лей Ландау–Гинзбурга, аналогичные гивенталевским, построенные в рабо-

тах [BCFKS97] и [BCFKS98] (см. также [EHX97, B25]).

6.1. Конструкция

Определим колчан Q как множество вершин

Ver(Q) = {(i, j) | i ∈ [1, k], j ∈ [1, n]} ∪ {(0, 1), (k, n+ 1)}

и множество стрелок Ar(Q), которое описывается следующим образом. Каж-

дая стрелка является либо вертикальной, либо горизонтальной. Для лю-

бой пары индексов i ∈ [1, k − 1] и j ∈ [1, n] имеется одна вертикальная

стрелка vi,j = 〈(i, j)→ (i+ 1, j)〉, ведущая из вершины (i, j) вниз в вершину

(i+ 1, j). Для любой пары индексов i ∈ [1, k] и j ∈ [1, n− 1] имеется горизон-

тальная стрелка hi,j = 〈(i, j)→ (i, j + 1)〉, ведущая из вершины (i, j) направо

в вершину (i, j+1). К ним мы также добавляем одну дополнительную верти-

кальную стрелку v0,1 = 〈(0, 1)→ (1, 1)〉 и одну дополнительную горизонталь-

ную стрелку hk,n = 〈(k, n)→ (k, n+ 1)〉. Пример такого колчана изображен

на рисунке 2.

Для каждой стрелки

α = 〈(i, j)→ (i′, j′)〉 ∈ Ar(Q)

мы называем ее началом t(α) и концом h(α) вершины (i, j) и (i′, j′), соответ-

ственно.
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(0, 1)

(1, 1)

(2, 1)

(3, 1)
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(2, 3)

(3, 3) (3, 4)

Рис. 2. Колчан Q для грассманиана Gr(3, 6)

Для пары чисел r, s ∈ [0, k], r < s, мы определяем горизонтальный блок

HB(r, s) как множество всех вертикальных стрелок vi,j с i ∈ [r, s−1]. Напри-

мер, горизонтальный блок HB(0, 1) состоит из единственной стрелки v0,1, а

горизонтальный блок HB(1, 3) состоит из всех стрелок v1,j и v2,j, j ∈ [1, n].

Аналогично, для пары чисел r, s ∈ [1, n + 1], r < s, мы определяем вер-

тикальный блок VB(r, s) как множество всех горизонтальных стрелок hi,j

с j ∈ [r, s − 1]. Наконец, для r ∈ [0, k], s ∈ [1, n + 1] мы определяем сме-

шанный блок MB(r, s) = HB(r, k) ∪ VB(1, s). Например, смешанный блок

MB(0, n) состоит из всех стрелок Ar(Q), кроме hk,n. Когда мы говорим про

блок, мы имеем в виду либо горизонтальный, либо вертикальный, либо сме-

шанный блок. Размером горизонтального блока HB(r, s) или вертикального

блока VB(r, s) называется число s−r, а размером смешанного блока MB(r, s)

называется число s+ k − r.
Зафиксируем блоки B1, . . . , Bl. Будем говорить, что эти блоки последова-

тельные, если стрелка v0,1 содержится в B1, и для каждого номера p ∈ [1, l]

объединение B1 ∪ . . . ∪ Bp является блоком. Это возможно в одной из двух
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следующих ситуаций: либо существует такой индекс p0 ∈ [1, l] и последова-

тельности целых чисел 0 < r1 < . . . < rp0
= k и 0 < r′1 < . . . < r′l−p0

6 n + 1,

для которых

B1 = HB(0, r1), B2 = HB(r1, r2), . . . , Bp0
= HB(rp0−1, rp0

),

Bp0+1 = VB(0, r′1), . . . , Bl = VB(r′l−p0−1, r
′
l−p0

),

либо существует такой индекс p0 ∈ [1, l] и последовательности целых чисел

0 < r1 < . . . < rp0−1 < k и 0 < r′1 < . . . < r′l−p0−1 6 n+ 1, для которых

B1 = HB(0, r1), B2 = HB(r1, r2), . . . , Bp0−1 = HB(rp0−2, rp0−1),

Bp0
= MB(rp0

, r′1), Bp0+1 = VB(r′1, r
′
2), . . . , Bl = VB(r′l−p0−2, r

′
l−p0−1).

Первый случай возникает тогда, когда среди блоков B1, . . . , Bl нет смешан-

ных блоков, а второй — тогда, когда один из этих блоков смешанный.

Пусть S = {x1, . . . , xN} — конечное множество. Мы будем обозначать тор

T[x1, . . . , xN ] ∼= (C∗)N символом T(S). Заметим, что переменные x1, . . . , xN

можно интерпретировать как координаты на T(S).

Зафиксируем множество переменных Ṽ = {ãi,j | i ∈ [1, k], j ∈ [1, n]}.
Удобно считать, что переменная ãi,j соответствует вершине (i, j) колчана Q.

Многочлены Лорана от переменных ãi,j являются регулярными функциями

на торе T(Ṽ ). Мы полагаем ã0,1 = ãk,n+1 = 1.

Для каждого подмножества A ⊂ Ar(Q) определим регулярную функцию

F̃A =
∑
α∈A

ãh(α)

ãt(α)

на торе T(Ṽ ).

Пусть Y — полное пересечение гиперповерхностей степеней d1, . . . , dl в

грассманиане Gr(k, n + k),
∑
di < n + k. Зафиксируем последовательные

блоки B1, . . . , Bl размеров d1, . . . , dl, соответственно, и положим

B0 = Ar(Q) \
(
B1 ∪ . . . ∪Bl

)
.
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Рассмотрим подмногообразие L̃ ⊂ T(Ṽ ), заданное уравнениями

F̃B1
= . . . = F̃Bl = 1.

В работах [BCFKS97] и [BCFKS98] было предположено, что моделью Ландау–

Гинзбурга для Y является многообразие L̃ с суперпотенциалом F̃B0
. Мы будем

называть ее моделью типа BCFKS.

Основным результатом этой части является следующий.

Теорема 6.1. Многообразие L̃ бирационально эквивалентно тору Y ∼=
(C∗)nk−l, причем бирациональная эквивалентность τ̃ : Y 99K L̃ может

быть выбрана так, что функция τ̃ ∗
(
F̃B0

)
является регулярной на Y. В

частности, эта функция задается многочленом Лорана.

Замечание 6.2. Многочлен Лорана, существование которого утверждает тео-

рема 6.1, может существенно зависеть от упорядочения степеней d1, . . . , dl

(ср. примеры 6.15 и 6.17).

Для доказательства теоремы 6.1 мы будем использовать немного более

удобные координаты, чем ãi,j. А именно, сделаем мономиальную замену ко-

ординат ψ : T(V )→ T(V ), заданную формулами

(6.3) ai,j = ãi,j · ãk,n, a = ãk,n.

Положим

V = {ai,j | i ∈ [1, k], j ∈ [1, n], (i, j) 6= (k, n)} ∪ {a}.

Кроме того, для большего удобства мы иногда будем использовать обозна-

чения ak,n = 1 и a0,1 = ak,n+1 = a. Как и выше, для каждого подмножества

A ⊂ Ar(Q) определим регулярную функцию

FA =
∑
α∈A

ah(α)

at(α)
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на торе T(V ). Пусть подмногообразие L ⊂ T(V ) задано уравнениями

FB1
= . . . = FBl = 1.

Мы проверим, что многообразие L бирационально эквивалентно тору Y ∼=
(C∗)nk−l, и бирациональная эквивалентность τ : Y 99K L может быть выбрана

так, что обратный образ функции FB0
является регулярной функцией на Y .

Очевидно, что это утверждение равносильно теореме 6.1.

Следующее утверждение хорошо известно и легко проверяется.

Лемма 6.4. Пусть на многообразии X свободно действует тор T . Поло-

жим Y = X/T и рассмотрим естественную проекцию ϕ : X → Y. Предпо-

ложим, что ϕ имеет сечение σ : Y → X . Тогда имеется изоморфизм

ξ : X ∼→ T × Y .

Предположим, что функция F ∈ H0(X ,OX ) полуинвариантна относи-

тельно действия тора T , то есть существует характер χ тора T , для

которого при всех x ∈ X и t ∈ T выполнено F (tx) = χ(t)F (x). Тогда

существует функция F̄ ∈ H0(Y ,OY), для которой выполнено равенство

F = ξ∗
(
χ · F̄

)
.

Напомним, что блоки B1, . . . , Bl являются последовательными. В частно-

сти, стрелка v0,1 содержится в блоке B1.

Теперь мы припишем веса wt1, . . . ,wtl вершинам колчана Q, причем будет

выполнено следующее свойство. Рассмотрим стрелку α ∈ Ar(Q). Тогда

wtp (h(α))− wtp (t(α))

 −1 если α ∈ Bp,

0 если α /∈ Bp и α 6= hk,n.

Кроме того, при всех p ∈ [1, l] мы потребуем выполнения следующих свойств:

• для всех (i, j) выполнено неравенство wtp(i, j) > 0;
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• выполнено равенство wtp(k, n) = 0, и в частности

wtp(k, n+ 1)− wtp(k, n) = wtp(k, n+ 1) > 0;

• выполнено равенство wtp(0, 1) = wtp(k, n+ 1).

Нетрудно заметить, что веса однозначно определяются перечисленными

выше свойствами. Зафиксируем индекс p ∈ [1, l]. Если Bp = HB(r, s) является

горизонтальным блоком, положим

wtp(i, j)


s− i, при i ∈ [r, s], j ∈ [1, n],

0, при i ∈ [s+ 1, k], j ∈ [1, n],

s− r, при i ∈ [1, r − 1], j ∈ [1, n], или (i, j) = (0, 1).

В частности, это дает wtp(0, 1) = s−r. Если Bp = MB(r, s) является смешан-

ным блоком, положим

wtp(i, j)



(k − i) + (s− j), при i ∈ [r, k], j ∈ [1, s],

k − i, при i ∈ [r, k], j ∈ [s+ 1, n],

(k − r) + (s− j), при i ∈ [1, r − 1], j ∈ [1, s], или (i, j) = (0, 1),

k − r, при i ∈ [1, r − 1], j ∈ [s+ 1, n].

Если Bp = VB(r, s) является вертикальным блоком, положим

wtp(i, j)


s− j, при i ∈ [1, k], j ∈ [r, s],

s− r, при i ∈ [1, k], j ∈ [1, r − 1], или (i, j) = (0, 1),

0, при i ∈ [1, k], j ∈ [s+ 1, n].

Наконец, мы всегда полагаем wtp(k, n+ 1) = wtp(0, 1).

Пример весов для грассманиана Gr(3, 6) и смешанного блока B =

MB(2, 2) дан на рисунке 3. Сплошные стрелки содержатся в блоке B, а

пунктирные не содержатся. Весовая вершина (3, 1) блока B помечена белым

кружком.
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Рис. 3. Веса для грассманиана Gr(3, 6) и смешанного блока MB(2, 2)

Каждому блоку B мы сопоставляем весовую вершину колчанаQ по следу-

ющему правилу. Если B = HB(r, s) является горизонтальным блоком, то его

весовая вершина есть (s−1, 1). Если B является смешанным блоком MB(r, s)

или вертикальным блоком VB(r, s), то его весовая вершина есть (k, s − 1).

Пусть B — блок, а (i, j) — его весовая вершина; весовой переменной блока B

мы называем переменную ai,j, если (i, j) 6= (0, 1), и переменную a в противном

случае.

Пример 6.5. Рассмотрим колчан Q, соответствующий грассманиану Gr(3, 6)

(см. рисунок 2). Предположим, что l = 4, B1 = HB(0, 1), B2 = HB(1, 2),

B3 = MB(2, 2) и B4 = VB(2, 3). Тогда весовые вершины блоков B1, B2, B3

и B4 — это вершины (0, 1), (1, 1), (3, 1) и(3, 2), соответственно, а весовые

переменные — это переменные a, a1,1, a3,1 и a3,2.

Рассмотрим тор

X = T(V ) ∼= (C∗)nk,
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а также тор T ∼= (C∗)l с координатами w1, . . . , wl. Определим действие тора

T на X , полагая

(w1, . . . , wl) · ai,j = w
wt1(i,j)
1 · . . . · wwtl(i,j)

l · ai,j

при i ∈ [1, k], j ∈ [1, n], (i, j) 6= (k, n), и

(w1, . . . , wl) · a = w
wt1(0,1)
1 · . . . · wwtl(0,1)

l · a.

Из определения весов вытекает следующая лемма.

Лемма 6.6. Пусть p ∈ [1, l]. Тогда функция FBp является полуинвариант-

ной на X относительно действия тора T с весом w−1
p .

Напомним, что

B0 = Ar(Q) \
(
B1 ∪ . . . ∪Bl

)
.

Положим A = B0 \ {hk,n}. Заметим, что FB0
= FA + a.

Лемма 6.7. Функция FA инвариантна относительно действия тора T .

Функция a полуинвариантна относительно действия T с весом

µ(w) = wd1
1 · . . . · wdl

l .

Рассмотрим фактор Y = X/T и естественную проекцию ϕ : X → Y . Пусть

x1, . . . , xl — весовые переменные блоков B1, . . . , Bl соответственно. Пусть под-

многообразие Σ ⊂ X задано уравнениями

{xi = 1 | i ∈ [1, l]} ⊂ X .

Заметим, что тор T действует на координату xi, домножая ее на wi · Ni,

где Ni — моном от wi+1, . . . , wl. Другими словами, определим матрицу M

соотношением

(w1, . . . , wl) · xi =
∏

w
Mi,j

j xi.
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Тогда M является целочисленной верхнетреугольной матрицей с единицами

на диагонали. Следовательно Σ имеет единственную общую точку с каждым

слоем проекции ϕ. Таким образом, существует сечение σ : Y → X проекции

ϕ, образом которого является подмногообразие Σ. Кроме того, мы видим, что

действие тора T на X свободно. Теперь из леммы 6.4 следует, что X ∼= T ×Y .
В частности, Y ∼= (C∗)nk−l.

Обозначим через V ′ множество переменных, которое получается из мно-

жества V исключением весовых переменных x1, . . . , xl. Мы считаем перемен-

ные из V координатами на торе X , а переменные из V ′ координатами на торе

Y ∼= T(V ′). В этих координатах морфизм σ задается совсем просто: точку

y ∈ Y он переводит в точку σ(y), все весовые координаты которой равны 1,

а остальные координаты равны соответствующим координатам точки y.

Пример 6.8. В обозначениях примера 6.5 имеем

X = T
(
{a, a1,1, a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3, a3,1, a3,2}

)
и

Y = T
(
{a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3}

)
.

Действие тора T ∼= (C∗)4 задано матрицей

M =


1 1 2 1

0 1 2 1

0 0 1 1

0 0 0 1


Другими словами, при этом действии

(w1, w2, w3, w4) :
(
a, a1,1, a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3, a3,1, a3,2

)
7→

7→
(
w1w2w

2
3w4 · a, w2w

2
3w4 · a1,1, w2w3w4 · a1,2, w2w3 · a1,3,

w2
3w4 · a2,1, w3w4 · a2,2, w3 · a2,3, w3w4 · a3,1, w4 · a3,2

)
.
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(Отметим, что веса, соответствующие блоку B3, перечислены на рисунке 3.)

Матрица

M−1 =


1 −1 0 0

0 1 −2 1

0 0 1 −1

0 0 0 1


дает w−1

1 = a
a1,1

, w−1
2 =

a1,1a3,2

a2
3,1

, w−1
3 =

a3,1

a3,2
и w−1

4 = a3,2, то есть проекция

ϕ : X → Y задается формулой

ϕ : (a, a1,1, a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3, a3,1, a3,2) 7→

7→
(

a3,1

a1,1a3,2
· a1,2,

a3,1

a1,1
· a1,3,

a3,2

a2
3,1

· a2,1,
1

a3,1
· a2,2,

a3,2

a3,1
· a2,3

)
,

а сечение σ : Y → X задается формулой

σ :
(
a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3

)
7→
(
1, 1, a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3, 1, 1

)
.

Применяя леммы 6.6 и 6.4, мы получаем регулярные функции F̄p, p ∈ [1, l],

на Y , для которых при отождествлении X ∼= T × Y выполнено равенство

Fp = w−1
p · ϕ∗F̄p.

Аналогично, применяя леммы 6.7 и 6.4, мы получаем регулярные функции

F̄A и ā на Y , для которых FA = ϕ∗F̄A и a = µ(w)ϕ∗ā.

Рассмотрим рациональное отображение

y 7→
(
F̄1(y), · · · , F̄l(y)

)
из Y в T . Определим рациональное отображение τ : Y 99K X формулой

y 7→
(
F̄1(y), · · · , F̄l(y)

)
· σ(y).

Легко видеть, что замыкание образа тора Y при отображении τ совпадает

с подмногообразием L ⊂ X . В частности, τ задает бирациональную эквива-

лентность между Y и L.
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Теперь остается заметить, что

τ ∗FA = τ ∗ϕ∗F̄A = F̄A.

С другой стороны,

τ ∗aµ
(
F̄1(y), · · · , F̄l(y)

)
σ∗ϕ∗ā = µ

(
F̄1(y), · · · , F̄l(y)

)
ā.

Это значит, что отображение τ̃ = τϕψ, где ψ определяется формулами (6.3),

задает бирациональную эквивалентность, существование которой и утвер-

ждает теорема 6.1.

Замечание 6.9. Приведенное выше доказательство теоремы 6.1 дает явное вы-

ражение для многочлена Лорана τ ∗FB0
. А именно, рассмотрим полное пере-

сечение Y ⊂ Gr(n, n+ k) гиперповерхностей степеней di, i ∈ [1, l]. Возможны

следующие случаи.

• Выполнено неравенство d1 + . . . + dl 6 k. Положим ui = d1 + . . . + di

при i ∈ [1, l]. Тогда модель Ландау–Гинзбурга типа BCFKS для Y

бирациональна эквивалентна тору (C∗)nk−l с суперпотенциалом

k∑
i=ul+1

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

+
k∑
i=1

n∑
j=2

ai,j
ai,j−1

+

+ a

(
a1,1

a
+

d1∑
i=2

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

)d1 l∏
p=2

 up∑
i=up−1

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

dp

,

где a1,u1−1 = 1 при u1 > 1 и a = 1 при u1 = 1, a1,ui−1 = 1 при i ∈ [2, l]

и ak,n = 1.

• Выполнено неравенство d1 + . . .+dl > k. Пусть m ∈ [0, l−1] является

максимальным индексом, для которого d1 + . . . + dm 6 k. Положим

ui = d1 + . . .+ di при i ∈ [1,m], и положим ui = d1 + . . .+ di − k при

i ∈ [m+ 1, l].
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Если m = 0, то модель Ландау–Гинзбурга типа BCFKS для Y бира-

ционально эквивалентна тору (C∗)nk−l с суперпотенциалом

k∑
i=1

n∑
j=ul+1

ai,j
ai,j−1

+

+ a

(
a1,1

a
+

k∑
i=2

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

+
k∑
i=1

u1∑
j=2

ai,j
ai,j−1

)d1

·
l∏

p=2

 k∑
i=1

up∑
j=up−1

ai,j
ai,j−1

dp

.

Если m > 1, то модель Ландау–Гинзбурга типа BCFKS для Y бира-

ционально эквивалентна тору (C∗)nk−l с суперпотенциалом

k∑
i=1

n∑
j=ul+1

ai,j
ai,j−1

+ a

(
a1,1

a
+

d1∑
i=2

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

)d1

·

·
m∏
p=2

 up∑
i=up−1

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

dp

·
(

k∑
i=um

n∑
j=1

ai,j
ai−1,j

+
k∑
i=1

um+1∑
j=2

ai,j
ai,j−1

)dm+1

·

·
l∏

p=m+2

 k∑
i=1

up∑
j=up−1

ai,j
ai,j−1

dp

,

В обоих случаях мы полагаем a1,u1−1 = 1 при u1 > 1 и a = 1 при

u1 = 1, a1,up−1 = 1 при p ∈ [2,m], ak,up−1 = 1 при p ∈ [m + 1, l] и

ak,n = 1.

Пример 6.10. Рассмотрим гладкое четырехмерное многообразие Фано Y

индекса 2, являющееся пересечением грассманиана Gr(2, 6) с четырьмя ги-

перплоскостями. Многочлен Лорана

fY =
(a4 + a3) · (a4 + a3 + a2)

a3 · a2 · a1
+
a4 + a3

a3 · a2
+

1

a3
+

1

a4
+ a4 + a3 + a2 + a1

задает слабую модель ЛГ для Y . Положим T = T[a1, a2, a3, a4] ∼= (C∗)4. Рас-

смотрим относительную компактификацию семейства fY : T → A1, заданную

вложением тора T в проективное пространство P4 с однородными координа-

тами a0, . . . , a4. Это семейство особых компактных трехмерных многообразий
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Калаби–Яу. Его тотальное пространство имеет крепантное разрешение LGY .

Можно проверить, что LGY является семейством трехмерных многообразий

Калаби–Яу с гладким общим слоем и 12 особыми слоями. Каждый из них

имеет единственную особую точку, и она является обыкновенной двойной

особенностью. Согласно компактификационному принципу 2.8, мы ожида-

ем, что LGY удовлетворяет гипотезе гомологической зеркальной симметрии.

Структура особых слоев для LGY подтверждает это ожидание. А именно,

по [Kuz06, Corollary 10.3], на Y есть полный исключительный набор длины

12. С другой стороны, по гипотезе гомологической зеркальной симметрии

категория Db(coh Y ) эквивалентна категории Фукаи–Зайделя двойственной

модели Ландау–Гинзбурга.

6.2. Периоды

В этом параграфе мы обсудим интегралы периодов для многочленов Ло-

рана, полученных в теореме 6.1.

Напомним определение интеграла Гивенталя для нашего случая.

Назовем цикл {|xi| = εi | i ∈ [1, r]} на торе T({x1, . . . , xr}), зависящий от

нескольких вещественных чисел εi стандартным.

Определение 6.11 (см. [BCFKS97]). (Антиканоническим) интегралом Ги-

венталя для Y называется интеграл

I0
Y =

∫
δ

Ω({ãi,j})∏l
j=1

(
1− F̃j

)
·
(

1− tF̃0

) ∈ C[[t]]

по стандартному циклу δ = {|ãi,j| = εi,j | i ∈ [1, k], j ∈ [1, n], εi,j ∈ R+},
ориентация на котором выбрана так, что I0

Y

∣∣
t=0

= 1.

В [BCFKS97, Conjecture 5.2.3] утверждалось, что ĨG0 = I0
G, и была при-

ведена формула для ĨG0 . Эта гипотеза была доказана для случая n = 2

в [BCFK03, Proposition 3.5] и для случая любого n > 2 в [MR13]. В обсужде-

нии после гипотезы 5.2.1 в [BCFKS98] было объяснено, что из приведенных
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выше теорем и из квантовой теоремы Лефшеца следует, что интеграл Гивен-

таля I0
Y равен интегралу ĨY0 . Сформулируем упомянутые выше результаты

следующим образом.

Теорема 6.12. Рассмотрим полное пересечение Фано Y = Y1 ∩ . . . ∩ Yl в
Gr(n, k + n). Обозначим di = deg Yi и d0 = k + n −∑ di. Тогда выполнено

равенство

ĨY0 = I0
Y =

∑
d>0

∑
si,j>0

∏l
i=0(did)!

(d!)k+n

k−1∏
i=1

n−1∏
j=1

(
si+1,j

si,j

)(
si,j+1

si,j

)
td0d,

в котором sk,j = si,n = d.

Оказывается, что замены переменных, построенные в теореме 6.1, сохра-

няют этот период.

Предложение 6.13. Условие периодов выполнено для многочленов Лорана,

получающихся с помощью теоремы 6.1. Другими словами, теорема 6.1 дает

слабые модели Ландау–Гинзбурга для полных пересечений Фано в грассмани-

анах.

Доказательство. Будем следовать обозначениям из теоремы 6.1. Торическая

замена координат ϕψ меняет координаты {ãi,j} на координаты {wi} ∪ V ′.
Имеем:

I0
Y =

∫
δ

Ω({ãi,j})∏l
j=1

(
1− F̃j

)
·
(

1− tF̃0

) =

∫
δ′

Ω(V ′) ∧
(

l∧
j=1

(
1

2π
√
−1

dwj

wj ·
(
1− F̄j/wj

))) · 1

1− tF̄

для подходящего выбора ориентации на цикле δ′, где F̄ = F̄A +µ(w) · ā. Сле-
дуя бирациональному изоморфизму τ , рассмотрим переменные ui = wi − F̄i
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вместо переменных wi. Тогда, после подходящего выбора цикла ∆′, получим

I0
Y

∫
δ′

Ω(V ′) ∧
(

l∧
j=1

(
1

2π
√
−1

dwj
wj − F̄j

))
· 1

1− tF̄ =

∫
∆′

Ω(V ′) ∧
(

l∧
j=1

(
1

2π
√
−1

duj
uj

))
· 1

1− tFu

∫
∆

Ω(V ′)

1− tf =
∑

[f i]ti,

где цикл ∆ является проекцией цикла ∆′ на T(V ), а многочлен Fu является

результатом замены переменных wi на выражения ui +FBi в функции F̄ . �

Проблема 6.14. Рассмотрим полное пересечение Фано Y в грассманиане

Gr(n, k + n). Пусть fY — многочлен Лорана для Y , полученный с помо-

щью теоремы 6.1. Доказать, что многочлен fY является торической моде-

лью Ландау–Гинзбурга. Доказать, что число компонент центрального слоя

компактификации Калаби–Яу для многочлена fY равно h1,dimY−1(Y )+1 (см.

часть 7).

Пример 6.15. Пусть Y — гладкое пересечение грассманиана Gr(3, 6) с квад-

рикой и тремя гиперплоскостями. Положим l = 4, d1 = d2 = d4 = 1 и d3 = 2.

Модель Ландау–Гинзбурга типа BCFKS в этом случае бирационально экви-

валентна тору

Y ∼= T
(
{a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3}

)
с суперпотенциалом

fY =

(
a2,1 +

a2,2

a1,2
+
a2,3

a1,3

)
·

·
(

1

a2,1
+
a3,2

a2,2
+

1

a2,3
+ a1,2 +

a2,2

a2,1
+ 1

)2

·
(
a1,3

a1,2
+
a2,3

a2,2
+ 1

)
,
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полученным с помощью замечания 6.9. Согласно теореме 6.12 (см. так-

же [BCFKS97, пример 5.2.2]),

(6.16) I0
Y =

∑
d,b1,b2,b3,b4

(2d)!

(d!)2

(
b2

b1

)(
b3

b1

)(
d

b2

)(
b4

b2

)(
b4

b3

)(
d

b3

)(
d

b4

)2

td =

= 1 + 12t+ 756t2 + 78960t3 + 10451700t4 + 1587790512t5 + 263964176784t6+

+ 46763681545152t7 + 8685492699286260t8 + · · · .

Можно проверить, что первые несколько членов, выписанных в правой части

равенства (6.16), совпадают с первыми несколькими членами ряда
∑

[f iY ]ti.

Пример 6.17. Пусть Y — гладкое пересечение грассманиана Gr(3, 6) с квад-

рикой и тремя гиперплоскостями, то есть многообразие, рассмотренное в при-

мере 6.15.

Положим l = 4, d1 = d2 = d3 = 1 и d4 = 2. Имеем

Y = T
(
{a1,2, a1,3, a2,2, a2,3, a3,1}

)
.

Согласно замечанию 6.9, получим

fY =

(
1 +

a2,2

a1,2
+
a2,3

a1,3

)
·
(
a3,1 +

1

a2,2
+

1

a2,3

)
·

·
(
a1,2 + a2,2 +

1

a3,1
+
a1,3

a1,2
+
a2,3

a2,2
+ 1

)2

.

Можно проверить, что первые несколько свободных членов [f iY ] совпадают

с первыми несколькими коэффициентами разложения ряда, выписанного с

правой стороны равенства (6.16). Заметим, что многочлен Лорана fY не мо-

жет быть получен из многочлена из примера 6.15 мономиальной заменой

переменных (см. замечание 6.2). Было бы интересно установить, что эти два

многочлена мутационно эквивалентны (ср. [DH15, Theorem 2.24]).
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Часть 7. Числа Ходжа

Гипотеза 3.29 связывает геометрию вручную компактифицированных мо-

делей Ландау–Гинзбурга с числами Ходжа соответствующих им многообра-

зий Фано. Основным объектом, связанным с этими гипотезами, был слой

над бесконечностью для этих моделей. В этой части мы обсудим гипотезу,

связывающую простейшие численные инварианты (конечных) слоев моделей

Ландау–Гинзбурга с одним, крайним средним числом Ходжа. А именно, мы

изучим следующую гипотезу.

Рассмотрим гладкое многообразие ФаноX размерностиN , и пусть LGX —

егоN -мерная модель Ландау–Гинзбурга. Определим число kLGX как разность

числа неприводимых компонент приводимых слоев для LGX и числа самих

приводимых слоев.

Гипотеза 7.1 (ср. [GKR12]). Для гладкого многообразия Фано X размерно-

сти N > 3 выполнено h1,N−1(X) = kLGX .

Согласно [GKR12], эту гипотезу можно объяснить (по крайней мере для

полных пересечений) следующим образом. Рассмотрим превратный пучок F
циклов, исчезающих к центральному слою слабой модели Ландау–Гинзбурга

f . Если для ее послойной компактификации выполнена гипотеза гомологиче-

ской зеркальной симметрии, то kX можно вычислить с помощью спектраль-

ной последовательности из [GKR12] для H1(F) и HN(F). Следовательно,

согласно [GKR12], H1(F) и HN(F) изоморфны H1,N−1(X) и HN−1,1(X) как

структуры Ходжа.

Мы изучим гипотезу 7.1 для компактификаций Калаби–Яу некоторых то-

рических моделей Ландау–Гинзбурга, а именно для случая трехмерных мно-

гообразий Фано основной серии и для полных пересечений. Заметим, что

бирациональные гладкие многообразия Калаби–Яу изоморфны в коразмер-

ности 1, так что число kLGX не зависит от конкретной компактификации
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Калаби–Яу LGX торической модели Ландау–Гинзбурга для X. Кроме того,

в трехмерном случае оно, согласно следствию 4.28, не зависит и от торической

модели, если выполнено условие Долгачева–Никулина.

Теорема 7.2. Пусть X — гладкое трехмерное многообразие Фано основной

серии. Пусть f : (C∗)3 → C — его торическая модель Ландау–Гинзбурга,

удовлетворяющая условию Долгачева–Никулина. Пусть kf − 1 — число

неприводимых компонент центрального слоя компактификации Калаби–Яу

многочлена f . Тогда kf = h12(X).

Доказательство. Рассмотрим их торические модели Ландау–Гинзбурга из

таблицы 1. Заметим, что согласно параграфу 4.4, они удовлетворяют усло-

вию Долгачева–Никулина. Пусть X — полное пересечение во взвешенном

проективном пространстве. Утверждение теоремы следует из теоремы 7.24

или вычислений для ее прямого обобщения на взвешенные проективные про-

странства. Для остальных многообразий доказательство получается прямы-

ми вычислениями компактификаций Калаби–Яу из предложения 4.11. �

Замечание 7.3. Так как X — трехмерное многообразие Фано и Pic (X) = Z,

его ромб Ходжа следующий.

1

0 0

0 1 0

0 h12(X) h12(X) 0

0 1 0

0 0

1

Таким образом, теорема 7.2 позволяет воссоздать все числа Ходжа трехмер-

ных многообразий Фано основной серии.
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Согласно теории гомологической зеркальной симметрии, ожидается, что

число приводимых слоев трехмерной модели Ландау–Гинзбурга не больше

ранга Пикара соответствующего ей многообразия Фано. В частности, из тео-

ремы 7.2 следует, что в случае многообразий Фано основной серии таких

слоев не больше одного. Оказывается, важная информация содержится в мо-

нодромии в окрестности приводимого слоя. А именно, сравнение работ Ис-

ковских [Is77], Голышева [Go07] и построенных нами компактифицированных

торических моделей Ландау–Гинзбурга дает следующий результат.

Теорема 7.4. Пусть X — гладкое трехмерное многообразие Фано основ-

ной серии, компактифицированная модель Ландау–Гинзбурга для которо-

го содержит слой с неизолированными особенностями. Тогда монодромия

(во вторых когомологиях) в окрестности этого слоя унипотентна тогда и

только тогда, когда X рационально.

Перейдем теперь к случаю полных пересечений.

Рассмотрим проективное пространство PN+k с проективными координа-

тами z1, . . . , zN+k+1. Пусть f1, . . . , fk — однородные многочлены степеней

d1, . . . , dk от переменных z1, . . . , zN+k+1. Пусть

F = F (f1, . . . , fk) = w1f1 + . . .+ wkfk ∈ S = C[z1, . . . , zN+k+1, w1, . . . , wk].

Обозначим идеал S, порожденный функциями

∂F

∂w1
, . . . ,

∂F

∂wk
,
∂F

∂z1
, . . . ,

∂F

∂zN+k+1

через J(F ). Положим

R = R(f1, . . . , fk) = S/J(F ).

Градуировки deg(zs) = (0, 1) и deg(wj) = (1,−dj) задают на R структуру

биградуированного кольца.
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Хотя нас будет в первую очередь интересовать кольцо R и его градуиро-

ванные компоненты, для некоторых вычислений нам понадобится следующее

вспомогательное кольцо. Пусть J ′(F ) ⊂ J(F ) — идеал в S, порожденный эле-

ментами
∂F

∂w1
, . . . ,

∂F

∂wk
.

Положим

R′ = R′(f1, . . . , fk) = S/J ′(F )

и рассмотрим биградуировку на R′, задающуюся через deg(zs) = (0, 1) и

deg(wj) = (1,−dj). Кольцо R является фактором кольца R′ по идеалу Ĵ(F ) ⊂
R′, порожденному оставшимися частными производными

∂F

∂z1
, . . . ,

∂F

∂zN+k+1
,

а естественный гомоморфизм R′ → R согласован с градуировкой.

Лемма 7.5. Если многочлены fi определяют полное пересечение (как схе-

му), то градуированное векторное пространство R′ зависит только от

степеней di.

Доказательство. Индукция по k. �

Замечание 7.6. В частности, предположение леммы 7.5 выполнено для набора

многочленов f1 = zd1
1 , . . . , fk = zdkk .

Замечание 7.7. Заметим, что прямой аналог леммы 7.5 неверен для кольца

R (ср. доказательство леммы 7.10). К примеру, если k = 1 и

f1 = zN+1
1 + . . .+ zN+1

N+2,

то

dim
(
R1,−1(f1)

)
=

(
2N + 1

N + 1

)
−N − 2,

тогда как

dim
(
R1,−1(z

N+1
1 )

)
=

(
2N + 1

N + 1

)
− 1.
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Будем теперь считать, что многообразие X является гладким полным

пересечением Фано гиперповерхностей, заданных многочленами fi. Пусть

hN−p,ppr (X) — примитивные средние числа Ходжа для X. В нашем случае мы

имеем

hN−p,ppr (X) = hN−p,p(X)

для 2p 6= N и

hN−p,ppr (X) = hN−p,p(X)− 1

иначе.

Пусть число

i(X) = N + k + 1−
k∑
t=1

dt > 1

обозначает индекс многообразия X.

Средние числа Ходжа для X могут быть вычислены через размерности

градуированных компонент кольца R.

Теорема 7.8 (см. [Di95], [Gr69], [Na97, Proposition 2.16]). Выполнено

hN−p,ppr (X) = dim
(
Rp,−i(X)

)
.

Существует и другая (принадлежащая Хирцебруху) формула для чисел

Ходжа, см. [Hi66, Theorem 22.1.1] и [SGA7, Exp. XI, Théorème 2.3]. Положим

H(d) =
(y + 1)d−1 − (z + 1)d−1

(z + 1)dy − (y + 1)dz
=

=
d− 1 +

(
d−1

2

)
(y + z) +

(
d−1

3

)
(y2 + yz + z2) + . . .

1−
(
d
2

)
yz −

(
d
3

)
yz(y + z) + . . .

и

H(d1, . . . , dc) =
∑

Q⊂[1,c],Q6=∅
((y + 1)(z + 1))|Q|−1

∏
i∈Q

H(di),

где |Q| означает число элементов множества Q. Для формального ряда F от

двух переменных y и z определим F (m) как сумму мономов ряда F однородной

степени m.
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Теорема 7.9. Пусть X гладкое полное пересечение гиперповерхностей сте-

пеней d1, . . . , dk в PN+k. Тогда

∑
hp,N−p(X)ypzN−p =

(
H(d1, . . . , dk) + δy

N
2 z

N
2

)(N)

,

где δ = 1, если N четно, и δ = 0, если N нечетно.

Теорема 7.8 позволяет получить явную формулу для среднего числа Ход-

жа h1,N−1
pr (X).

Лемма 7.10. Пусть i(X) > 2. Тогда

dim(R1,−i(X)) = dim(R′1,−i(X)).

Более того, если i(X) = 1, то

dim(R1,−1) = dim(R′1,−1)− (N + k + 1).

Доказательство. Идеал Ĵ(F ) ⊂ S ′ порожден своей однородной компонентой

степени (1,−1). Таким образом, если Ĵ(F )p,q — нетривиальная однородная

компонента идеала Ĵ(F ) степени (p, q), то либо p > 2, либо q = −1. Это

значит, что для любого i > 2 выполнено Ĵ(F )1,−i = 0, так что кольцо R′1,−i
изоморфно проектируется на R1,−i.

Для доказательства второго утверждения заметим, что производные

Fzs =
∂F

∂zs
∈ R′

имеют степени

deg(Fzs) = deg(F )− deg(zs) = (1, 0)− (0, 1) = (1,−1).

Таким образом, разность

δ(f1, . . . , fk) = dim
(
R′1,−1(f1, . . . , fn)

)
− dim

(
R1,−1(f1, . . . , fn)

)
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равна размерности подпространства пространства R′1,−1(f1, . . . , fn), порож-

денного многочленами Fzs. По лемме 7.5, размерность dim
(
R′1,−1(f1, . . . , fn)

)
не зависит от многочленов f1, . . . , fk (если они определяют полное пересе-

чение). Аналогично, числа Ходжа гладкого полного пересечения также не

зависят от многочленов f1, . . . , fk. Таким образом, теорема 7.8 означает, что

для того, чтобы вычислить δ(f1, . . . , fk), можно выбрать такие многочлены

f1, . . . , fk, какие мы хотим, если определяемое ими полное пересечение оста-

ется гладким.

Пусть степень d1 is минимальна среди dj. Выберем многочлен

f1 = zd1
1 + . . .+ zd1

N+k+1

и многочлены f2, . . . , fk, такие что многообразие, определенное уравнениями

f1 = . . . = fk = 0, является гладким полным пересечением гиперповерхностей

fj = 0 (впрочем, последнее предположение не будет нами использовано).

Утверждается, что многочлены

Fzs ∈ R′1,−1(f1, . . . , fk)

линейно независимы. Действительно, пусть это неверно, то есть пусть для

некоторых λ1, . . . , λN+k+1 ∈ C выполнено
N+k+1∑
s=1

λsFzs = 0 ∈ R′1,−1(f1, . . . , fn).

Взяв коэффициент при w1, получим
N+k+1∑
s=1

λs
∂f1

∂zs
= 0 ∈ R′1,−1(f1, . . . , fn).

Так как

deg
(∂f1

∂zs

)
= d1 − 1 < d1 = min{deg(fi)},

получим
N+k+1∑
s=1

λs
∂f1

∂zs
= 0
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в C[z1, . . . , zN+k+1]. После замены

f1 = zd1
1 + . . .+ zd1

N+k+1

мы придем к равенству
N+k+1∑
s=1

λsz
d1−1
s = 0

в C[z1, . . . , zN+k+1], которое и дает противоречие. �

Предложение 7.11. Если i(X) > 2, то

dim
(
R1,−i(X)

)
=

k∑
j=1

∑
I⊂[1,k]

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1

N + k

)
.

Если i(X) = 1, то

dim
(
R1,−i(X)

)
= −(N + k + 1) +

k∑
j=1

∑
I⊂Ik

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1

N + k

)
.

Доказательство. Обозначим через ∆(d,m) размерность векторного про-

странства однородных многочленов степени d от m переменных. Тогда

∆(d,m) =

(
d+m− 1

m− 1

)
.

Для начала вычислим размерность ∆j векторного пространства однород-

ных многочленов от переменных z1, . . . , zN+k+1 степени dj− i(X), которые не

делятся на любой из многочленов ft, 1 6 t 6 k. Имеем

∆j =
∑
I⊂[1,k]

(−1)|I|∆

(
dj − i(X)−

(∑
s∈I

ds

)
, N + k + 1

)
=

=
∑
I⊂[1,k]

(−1)|I|
((∑

s∈[1,k]\I ds
)

+ dj − 1

N + k

)
=

=
∑
I⊂[1,k]

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1

N + k

)
.
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Напомним, что

dim
(
R′1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
= dim

(
R′1,−i(X)(z

d1
1 , . . . , z

dk
k )
)

по лемме 7.5. С другой стороны, можно напрямую увидеть, что

dim
(
R′1,−i(X)(z

d1
1 , . . . , z

dk
k )
)

=
k∑
j=1

∆j.

Наконец, по лемме 7.10, имеем

dim
(
R1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
= dim

(
R′1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
если i(X) > 2 и

dim
(
R1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
= dim

(
R′1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
− (N + k + 1),

если i(X) = 1, что и завершает доказательство. �

Следствие 7.12. Пусть k = 1. Тогда

h1,N−1
pr (X) =

(
2d− 1

N + 1

)
если d 6 N и

h1,N−1
pr (X) =

(
2N + 1

N + 1

)
−N − 2

если d = N + 1.

Доказательство. Применим предложение 7.11 для k = 1 и d1 = d. �

Формулы из предложения 7.11 имеют нужный нам для дальнейшего вид.

С другой стороны, они не так удобны для конкретных вычислений. Поэтому

мы приведем более удобные формулы (которыми мы не будем пользоваться

в дальнейшем).

Предложение 7.13. Выполнено

dim
(
R1,−i(X)

)
=

k∑
j=1

d1−1∑
i1=0

· · ·
dk−1∑
ik=0

(∑k
t=1(dt − it) + dj − k − 1

N

)
176



для i(X) > 2 и

dim
(
R1,−i(X)

)
= −(N + k + 1) +

k∑
j=1

d1−1∑
i1=0

· · ·
dk−1∑
ik=0

(∑k
t=1(dt − it) + dj − k − 1

N

)
для i(X) = 1.

Доказательство. По лемме 7.5, выполнено

dim
(
R′1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
= dim

(
R′1,−i(X)(z

d1
1 , . . . , z

dk
k )
)
.

Вычислим правую часть равенства. В качестве базиса компоненты

R′1,−i(X)(z
d1
1 , . . . , z

dk
k )

можно выбрать мономы вида

Mj,i1,...,ik = wjz
i1
1 . . . z

iN+k+1

N+k+1,

где 1 6 j 6 k, для 1 6 t 6 k выполнены равенства 0 6 it 6 dt − 1 и

N+k+1∑
r=1

ir = dj − i(X) =
( k∑
t=1

dt
)

+ dj −N − k − 1.

Имеем

dim
(
R′1,−i(X)(z

d1
1 , . . . , z

dk
k )
)

=
k∑
j=1

d1−1∑
i1=0

· · ·
dk−1∑
ik=0

∆
(( k∑

t=1

dt−it
)
+dj−N−k−1, N+1

)
.

Предположим, что i(X) > 2. По лемме 7.10, имеем

dim
(
R1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
= dim

(
R′1,−i(X)(f1, . . . , fk)

)
,

поэтому утверждение леммы выполнено по приведенному выше вычислению.

Пусть теперь i(X) = 1. По лемме 7.10, имеем

dim
(
R1,−1(f1, . . . , fk)

)
= dim

(
R′1,−1(f1, . . . , fk)

)
− (N + k + 1),

так что утверждение леммы следует из рассуждения, аналогичного приве-

денному выше. �
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Приведем теперь простое, но полезное комбинаторное наблюдение.

Лемма 7.14. Пусть d1, . . . , dk, e, l ∈ Z+. Тогда

d1∑
i1=0

· · ·
dk∑
ik=0

(
d1

i1

)
· . . . ·

(
dk
ik

)
·
(

e

i1 + . . .+ ik + l

)
=

(
d1 + . . .+ dk + e

d1 + . . .+ dk + l

)
.

Доказательство. Доказательство элементарно (и достаточно стандартно),

но мы для удобства приведем его. Рассмотрим множество Γ, состоящее из

|Γ| = d1 + . . .+ dk + e

элементов, и разделим его на подмножества

Γ = Γ1 t . . . t Γk+1,

содержащие d1, . . . , dk и e элементов соответственно. Теперь выбрать подмно-

жество Γ′ ⊂ Γ из

|Γ′| = d1 + . . .+ dk + l

элементов — это то же самое, что выбрать подмножества Γ′i ⊂ Γi для всех

1 6 i 6 k + 1, так что

Γ′ =
((

Γ1 \ Γ′1) t . . . t
(
Γk \ Γ′k

))
t Γ′k+1.

Осталось положить ij = |Γ′j| для 1 6 j 6 k и заметить, что

|Γ′k+1| = i1 + . . .+ ik + l.

�

Теперь напомним основные понятия, связанные с раздутиями, и на основе

этого опишем разрешения некоторых специальных гиперповерхностей.

Рассмотрим аффинную гиперповерхность L = {f = 0} ⊂ A[x1, . . . , xn].

Предположим, что линейное пространство Λ = {x1 = . . . = xk = 0} содер-

жится в L. Раздутие гиперповерхности L в Λ задается тем же уравнением
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f = 0 в A[x1, . . . , xn]× P[x′1 : . . . : x′k] вместе с уравнениями

{xix′j = x′ixj}, 1 6 i, j 6 k.

Локальные карты раздутий задаются через x′i 6= 0, i = 1, . . . , k. В этих

локальных картах для простоты мы пишем xi вместо x′i; в действительно-

сти, уравнение раздутой гиперповерхности в локальной карте, соответствую-

щей xi, получается из исходного уравнения заменой координат

xi 7→ xi, xj 7→ xixj, 1 6 j 6 k, j 6= i,

и делением на максимально возможную степень переменной xi. Исключи-

тельное множество задается уравнением xi = 0. Поэтому мы используем для

этой локальной карты обозначение xi 6= 0 и рассматриваем описанное выше

уравнение раздутия.

Замечание 7.15. В дальнейшем нам понадобится следующий общий факт

о дискрепантностях раздутий. Пусть A — гладкое n-мерное многообразие,

пусть L — нормальная неприводимая гиперповерхность в A, и пусть Λ ⊂ L

— гладкое неприводимое подмногообразие размерности r. Пусть π : Ã→ A

— раздутие многообразия A вдоль Λ, и пусть E — исключительный дивизор

для π. Тогда

KÃ ∼ π∗KA + (n− r − 1)E.

Обозначим через m кратность гиперповерхности L в общей точке подмного-

образия Λ. Обозначим через L̃ собственный прообраз гиперповерхности L и

предположим, что L̃ нормально. Тогда

KL̃ ∼ π∗KL + (n− r − 1−m) E|L̃ .

В частности, если n − r − 1 − m = 0, то морфизм π : L̃ → L крепантен

(заметим, что дивизор E|L̃ может быть приводимым или неприведенным).
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Пусть d̄ = (d1, . . . , dk) для k > 0 и di > 0. Рассмотрим аффинную гипер-

поверхность Ld̄,s, заданную уравнением

ad1
1 · . . . · adkk = λx1 · . . . · xs

в аффинном пространстве A[a1, . . . , ak, λ, x1, . . . , xs] как семейство гиперпо-

верхностей в аффинном пространстве A[a1, . . . , ak, x1, . . . , xs], параметризо-

ванное λ ∈ C.
В большинстве случаев гиперповерхность Ld̄,s особа, но она всегда допус-

кает крепантное разрешение (см. процедуру разрешения 7.17). Мы собираем-

ся построить такое разрешение и найти число компонент его центрального

слоя (то есть слоя над λ = 0).

Замечание 7.16. Построив разрешение, доминирующее два заданных, сразу

получаем, что это число не зависит от конкретного разрешения.

Наша стратегия будет следующей. Исключительные дивизоры нашего

разрешения происходят из разрешений с центрами в (некоторых) подмного-

образиях гиперповерхности Ld̄,s, заданной обращением в ноль одной коорди-

наты aj и нескольких координат xi. Эти подмногообразия мы будем называть

специальными стратами. Мы разрешим исходную гиперповерхность, разду-

вая эти страты в аккуратно выбранной последовательности и будем считать

число возникающих компонент центрального слоя. Окажется, после раздутия

особенности, которые нам остается раздуть, задаются в соответствующих аф-

финных картах уравнениями такого же типа, как и раньше, так что мы к ним

можем применить ту же самую процедуру, и продолжать так до тех пор, пока

мы не разрешим особенности (см. процедуру разрешения 7.17). Заметим, что

в некоторых случаях специальные страты не содержатся в особом множестве

гиперповерхности Ld̄,s.
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Окажется, что на каждом шаге наше многообразие будет иметь гиперпо-

верхностные особенности, и их кратность в страте, который мы будем раз-

дувать на этом шаге, равна коразмерности этого страта. Это, согласно за-

мечанию 7.15, значит, что раздутие крепантно, так что композиция таких

раздутий будет крепантным разрешением особенностей.

Начнем с описания крепантного разрешения гиперповерхности Ld̄,s.

Процедура разрешения 7.17. Назовем пару w(d̄, s) = (s,
∑
di) весом ги-

перповерхности Ld̄,s. Пусть X — многообразие, которое покрывается аффин-

ными картами Up типа Ld̄p,sp. Будем говорить, что они согласованы, если для

любых двух карт Up и Uq выполнено следующее свойство: для любой пере-

менной ai в Up замыкание дивизора ai = 0 в X пересекает Uq либо по пустому

множеству, либо по дивизору ai′ = 0, и для любой переменной xj в Up замы-

кание дивизора xj = 0 в X пересекает Uq либо по пустому множеству, либо

по дивизору xj′ = 0. Заметим, что для k = 0 или s = 0 многообразие Ld̄,s
гладко. Поэтому будем предполагать, что k > 1 и s > 1.

Предположим, что d1 > s. Раздуем страт

Λ = {a1 = x1 = . . . = xs = 0}.

В локальной карте a1 6= 0 мы получим гиперповерхность, задающуюся урав-

нением

ad1−s
1 · . . . · adkk = λx1 · . . . · xs.

Эта гиперповерхность типа L(d1−s,d2,...,dk),s веса (s,
∑
di − s), который лекси-

кографически меньше, чем (s,
∑
di).

В локальной карте xi 6= 0 получим гиперповерхность, заданную уравне-

ниями

ad1
1 · . . . · adkk · ad1−s

k+1 = λx1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xs,
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где переменная xi обозначена через ak+1. Эта гиперповерхность имеет тип

L(d1,...,dk,d1−s),s−1 веса (s−1,
∑
di+d1−s), который лексикографически меньше,

чем (s,
∑
di).

Предположим, что d1 < s. Раздуем страт

Λ = {a1 = x1 = . . . = xd1
= 0}.

Заметим, что этот морфизм может быть малым. Так бывает, например, ко-

гда d1 = . . . = dk = 1.

В локальной карте a1 6= 0 получим гиперповерхность, заданную уравне-

нием

ad2
2 · . . . · adkk = λx1 · . . . · xs.

Она является гиперповерхностью типа L(d2,...,dk),s веса (s,
∑
di− d1), который

лексикографически меньше, чем (s,
∑
di).

В локальной карте xi 6= 0 получим гиперповерхность, заданную уравне-

нием

ad1
1 · . . . · adkk = λx1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xs.

Она является гиперповерхностью типа Ld̄,s−1 веса (s− 1,
∑
di), который лек-

сикографически меньше, чем (s,
∑
di).

Мы утверждаем, что определенные выше раздутия крепантны. Действи-

тельно, в каждом случае кратность особенности гиперповерхности Ld̄,s в Λ

равна гиперповерхности многообразия Λ, так что мы можем применить за-

мечание 7.15.

Заметим, что полученные нами карты согласованы друг с другом. Более

того, дивизор, заданный уравнением ai = 0 в одной из таких карт соответ-

ствует дивизору, заданному уравнением ai = 0 в другой карте, если пересе-

чение этих карт непусто.

Применим теперь описанную выше процедуру одновременно во всех аф-

финных картах, в которых наше уравнение зависит от переменной a1. Так
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как эти карты согласованы друг с другом, раздутия этих карт согласованы

друг с другом и определяют раздутие всего (неаффинного) многообразия.

Если переменной a1 нет в какой-либо аффинной карте, мы одновременно во

всех картах изменим нумерацию переменных ai (опять используя, что они

согласованы), и запустим процедуру с новой переменной a1. На каждом ша-

ге вес лексикографически убывает, так что через конечное число шагов мы

получим разрешение особенностей.

Теперь мы подсчитаем число исключительных дивизоров над λ = 0, воз-

никающих в процедуре разрешения 7.17, примененной к гиперповерхности

Ld̄,s. Мы начнем с частного случая, из которого в конце концов будет следо-

вать общий.

Рассмотрим аффинную гиперповерхность Ld,s для d > 1 и s > 1, заданную

уравнением

ad = λx1 · . . . · xs
в аффинном пространстве A[a, λ, x1, . . . , xs]. Мы будем рассматривать ее как

семейство гиперповерхностей в A[a, x1, . . . , xs], параметризованных λ ∈ C.
Пуст F (d, s) — число компонент (то есть число исключительных дивизо-

ров плюс один) слоя над λ = 0 в (любом) крепантном разрешении особенно-

стей гиперповерхности Ld,s. В частности, Ld,0 является гладкой гиперповерх-

ностью, так что F (d, 0) = 1.

Специальный страт для Ld,s, который мы использовали в процедуре раз-

решения 7.17, задается уравнениями

a = x1 = . . . = xs = 0,

если d > s, и уравнениями

a = xi1 = . . . = xid = 0

для любого подмножества индексов {i1, . . . , id} ⊂ {1, . . . , s}, если d < s. Ис-

ключительные дивизоры в центральном слое с центрами на Ld,s, содержащие
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(одни из) самых глубоких стратов имеют два типа: один тип, центры для

которых являются пересечениями центрального слоя со специальными стра-

тами меньшей коразмерности, а другой — центры для которого совпадают с

пересечением центрального слоя с наиболее глубоким специальным стратом.

Мы обозначим число исключительных дивизоров второго типа через G(d, s).

Положим вдобавок G(d, 0) = 1 и F (r, s) = 0 для r 6 0.

Лемма 7.18. Выполнено G(d, s) = F (d− s, s).

Доказательство. Мы будем следовать процедуре разрешения 7.17, чтобы со-

считать число исключительных дивизоров в центральном слое. В частности,

мы будем игнорировать локальные карты, в которых таких дивизоров не воз-

никает.

Предположим, что d > s. Будем называть страт, заданный уравнениями

a = x1 = . . . = xs = 0

каноническим. Раздуем его. В локальной карте a 6= 0 мы получим гиперпо-

верхность, заданную уравнением

ad−s = λx1 · . . . · xs

и один исключительный дивизор в центральном слое. Это уравнение опреде-

ляет многообразие Ld−s,s. Поэтому общее число исключительных дивизоров

в центральном слое в этой локальной карте равно числу исключительных ди-

визоров для Ld−s,s плюс один, то есть F (d − s, s). В локальной карте xi 6= 0

получаем гиперповерхность, заданную уравнением

xd−si ad = λx1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xs.

Исключительные дивизоры для разрешения особенностей гиперповерхности

Ld,s, задающегося процедурой разрешения 7.17 в этой локальной карте, кото-

рые лежат в центральном слое и не пересекаются с локальной картой a 6= 0,
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на самом деле лежат над пересечением центрального слоя со стратом

{a = x1 = . . . = xi−1 = xi+1 = . . . = xs = 0},

то есть они приходят со страта для Ld,s меньшей коразмерности. Таким обра-

зом, эти дивизоры не дают дополнительного вклада в G(d, s). Таким образом,

получим равенство

G(d, s) = F (d− s, s)

для d > s.

Предположим, что d 6 s. Тогда, за исключением случая d = s, суще-

ствует несколько самых глубоких стратов. Раздуем один из них, задающийся

уравнением

a = x1 = . . . = xd = 0.

В локальной карте a 6= 0 мы получим гиперповерхность, задающуюся урав-

нением

1 = λx1 · . . . · xs.

В окрестности исключительного дивизора эта гиперповерхность гладкая. В

локальной карте xi 6= 0 мы получим гиперповерхность, задающуюся уравне-

нием

ad = λx1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xs.

Самые глубокие специальные страты в этой карте задаются уравнениями

a = xi1 = . . . = xid, {i1, . . . , id} ⊂ {1, . . . , s} \ {i}.

Это значит, что раздутие самых глубоких специальных стратов является изо-

морфизмом в окрестности общих точек пересечения центрального слоя с та-

кими стратами, так что раздутие самых глубоких специальных стратов не

дает вклад во множество исключительных дивизоров над λ = 0. Раздувая

эти страты один за другим, получаем G(d, s) = 0 для d 6 s. �
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Лемма 7.19. Для всех d, s > 0 выполнено

F (d, s) =
s∑
i=0

(
s

i

)
G(d, i).

Доказательство. Применим процедуру разрешения 7.17 и сложим числа ис-

ключительных дивизоров, происходящих из каждого страта. �

Предложение 7.20. Для всех d > 1 и s > 0 выполнено

G(d, s) =

(
d− 1

s

)
.

Доказательство. По определению, имеем G(d, 0) = 1 для всех d > 1. Кроме

того, если d 6 s, утверждение верно по лемме 7.18. Оставшуюся часть утвер-

ждения докажем по индукции. Пусть d > s > 0, и пусть формула верна для

всех G(d′, s′), таких что d′ < d и s′ 6 s. Вычислим

G(d, s) = F (d− s, s) =
s∑
i=0

(
s

i

)
G(d− s, i) =

s∑
i=0

(
s

i

)(
d− s− 1

i

)
=

(
d− 1

s

)
,

где первое равенство следует из леммы 7.18, второе является применением

леммы 7.19, третье является предположением индукции, а четвертое следует

из леммы 7.14 при k = 1, d1 = d и e = d− s− 1. �

Пример 7.21. Рассмотрим гиперповерхность Ld+1,1. Она задается уравнени-

ем ad+1 = λx, определяя, таким образом (конус над) особенностью типа Ad.

На первом шаге процедуры разрешения 7.17 раздуем страт a = x = 0, полу-

чив один исключительный дивизор в центральном слое. В локальной карте

x 6= 0 результат раздутия будет гладким. В другой карте получим гипер-

поверхность {ad = λx}, то есть дювалевскую особенность типа Ad−1. Таким

образом, следуя процедуре разрешения 7.17, мы разрешим исходную особен-

ность за d шагов, получая один исключительный дивизор на каждом шаге.

Таким образом, F (d+ 1, 1) = d+ 1.

Заметим, что если d > 2, то мы можем получить то же самое разрешение

более быстрым и стандартным способом, раздувая особое множество a =
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λ = x = 0. Это дает сразу два исключительных дивизора и дювалевскую

особенность типа Ad−2.

На практике мы часто будем избегать буквального применения проце-

дуры разрешения 7.17 и будем применять приемы, подобные описанному в

примере 7.21, для того, чтобы построить разрешение быстрее.

Пример 7.22. Рассмотрим гиперповерхность L3,s.

(i) Пусть s = 1. Гиперповерхность L3,1 задается уравнением a3 = λx.

Оно определяет дювалевскую особенность типа A2. Поэтому, согласно

примеру 7.21, имеем F (3, 1) = 3.

(ii) Пусть s = 2. Гиперповерхность L3,2 задается уравнением a3 = λxy.

Ее особенности состоят из трех прямых в A[a, λ, x, y], две из которых

лежат в центральном слое, так что все три прямые пересекаются по

точке. Раздуем “горизонтальную” прямую a = x = y = 0. В локальной

карте a 6= 0 мы получим гладкую гиперповерхность {a = λxy} и

три исключительных дивизора E1 = {a = λ = 0}, H1 = {a = x =

0} и H2 = {a = y = 0}. Дивизор E1 лежит в центральном слое. В

локальной карте x 6= 0 получим гиперповерхность

{a3x = λy}.

Исключительными дивизорами в этой карте являются дивизоры E1 =

{x = λ} и H2 = {x = y = 0}. Таким же образом получим исключи-

тельные дивизоры E1 и H1 в локальной карте y 6= 0.

Рассмотрим гиперповерхность L(3,1),1, заданную уравнением a3x = λy.

Вместо того, чтобы следовать процедуре разрешения 7.17, применим

трюк, подобный описанному в примере 7.21. Особым множеством этой

гиперповерхности является прямая

{a = λ = y = 0}.
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Раздуем ее. В локальной карте a 6= 0 получим гиперповерхность

{ax = λy} и два исключительных дивизора E2 = {a = λ = 0} и

E3 = {a = y = 0}, оба лежащие в центральном слое. Особенностями

в этой локальной карте является одна обыкновенная двойная точка,

допускающая малое разрешение. В двух других локальных картах,

λ 6= 0 и y 6= 0, мы получим гладкую гиперповерхность, содержащую

исключительные дивизоры E3 в первой карте и E2 во второй.

Таким же образом из гиперповерхности {a3y = λx} мы получим

два исключительных дивизора E4 и E5. Таким образом, дивизоры

E1, . . . , E5, вместе с исходным центральным слоем, образуют цен-

тральный слой разрешения, и F (3, 2) = 6.

(iii) Пусть s = 3. Гиперповерхность L3,3 задается уравнением a3 = λxyz.

Раздуем канонический страт

{a = x = y = z = 0}.

В локальной карте a 6= 0 мы получим гладкую гиперповерхность

{1 = λxyz} и один “горизонтальный” исключительный дивизор. В

локальной карте x 6= 0 получим гиперповерхность {a3 = λyz}, со-
держащую тот же самый исключительный дивизор. Разрешая эту ги-

перповерхность, мы получим пять исключительных дивизоров в цен-

тральном слое, четыре из которых — общие с другими локальными

картами y 6= 0 и z 6= 0. В итоге мы получим 10 исключительных

дивизоров, и F (3, 3) = 10.

(iv) Пусть s > 3. Гиперповерхность L3,s задается уравнением

a3 = λx1 · . . . · xs.

Раздуем страт

{a = xi = xj = xk = 0}.
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В локальной карте a 6= 0 мы получим гладкую гиперповерхность без

исключительных дивизоров в центральном слое. В локальной карте

xi 6= 0 мы получим уравнение

a3 = λx1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xs,

также без исключительных дивизоров в центральном слое. То же са-

мое происходит и в других локальных картах xj 6= 0 и xk 6= 0. Можно

продолжать эту процедуру, уменьшая параметр s до 2. В итоге по-

лучим s(s−1)
2 исключительных дивизора в центральном слое, соответ-

ствующие s(s−1)
2 стратам типа a = xi = xj = 0, 2s исключительных

дивизора, соответствующие стратам a = xi = λ = 0 и исходный цен-

тральный слой. В итоге получим

F (3, s) =
s(s− 1)

2
+ 2s+ 1 =

(
s

2

)
.

Пусть F (d̄, s) — число компонент центрального слоя крепантного разреше-

ния гиперповерхности Ld̄,s (как и раньше, число F (d̄, s) не зависит от выбора

крепантного разрешения).

Лемма 7.23. Для любого d̄ выполнено

F (d̄, s) =
k∑
i=1

(
di + s− 1

s

)
.

Доказательство. Разрешим особенности с помощью процедуры разреше-

ния 7.17. А именно, сперва разрешим особенности, лежащие над {a1 = 0},
потом — лежащие над {a2 = 0}, и так далее. В итоге получим

F (d̄, s) =
k∑
i=1

F (di, s),

и утверждение леммы следует из леммы 7.18 и предложения 7.20. �
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Рассмотрим полное пересечение X ⊂ PN+k гиперповерхностей степеней

d1, . . . , dk. Напомним, что ее торической моделью Ландау–Гинзбурга является

многочлен

fX =

∏k
i=1(xi,1 + . . .+ xi,di−1 + 1)di∏k

i=1

∏di−1
j=1 xi,j

∏l
j=1 yj

+ y1 + . . .+ yl,

где

l = N + k −
∑

di = i(X)− 1 > 0

(см. следствие 5.27).

Рассмотрим послойную компактификацию гиперповерхности, заданной

уравнением fX = λ, иными словами (особую) гиперповерхность LGs
X в про-

странстве Pd1−1 × . . .× Pdk−1 × Pl × A1, заданную уравнением

yl+1
0

k∏
i=1

(xi,1 + . . .+ xi,di)
di = (λy0 − y1 − . . .− yl)

k∏
i=1

di∏
j=1

xi,j

l∏
j=1

yj,

в котором xi,1, . . . , xi,di — однородные координаты в Pdi−1, и y0, . . . , yl одно-

родные координаты в Pl. Мы получим (открытое) многообразие Калаби–Яу.

Применяя процедуру разрешения 7.17, мы собираемся построить компакти-

фикацию Калаби–Яу LGX нашей торической модели Ландау–Гинзбурга (ср.

теорему 5.19).

Единственным слоем компактифицированного расслоения, который мо-

жет быть приводимым, является слой над λ = 0. Согласно замечанию 7.16,

число его неприводимых компонент (равное kLGX + 1 по определению чис-

ла kLGX , см. начало этой части), не зависит от выбора компактификации

Калаби–Яу.

Теорема 7.24. Для компактификации Калаби–Яу LGX торической модели

Ландау–Гинзбурга fX выполнено

h1,N−1(X) = kLGX
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если N > 2, и

h1,1(X) = kLGX + 1

если N = 2.

Доказательство. В окрестности множества {y0 = 0} гиперповерхность LGs
X

аналитически эквивалентна гиперповерхности, покрываемой локальными

картами, в котором она имеет вид

ul+1
0 · ud1

1 · . . . · udkk = v1 · . . . · vs

для некоторых переменных u0, . . . , uk, v1, . . . , vs, где s < N . Каждая из этих

карт имеет крепантное разрешение (см. процедуру разрешения 7.17). Более

того, эти разрешения согласованы друг с другом. Наконец, уравнения ги-

перповерхности в этих картах не зависят от λ, так что в этих картах нет

исключительных дивизоров в центральном слое.

Таким образом, можно считать, что y0 6= 0. Аналогично, в локальных кар-

тах y0 6= 0, yi 6= 0, i ∈ [1, l]. Существует крепантное разрешение без исклю-

чительных дивизоров в центральном слое. Это значит, что нам достаточно

рассмотреть только окрестность множества, заданного через

y0 6= 0, y1 = . . . = yl = 0.

В частности, в окрестности точки центрального слоя, доминируемой исклю-

чительным дивизором, уравнение гиперповерхности LGs
X может быть анали-

тически переписано как уравнение

ad1
1 · . . . · adkk = λy1 · . . . · yl ·

k∏
i=1

di∏
j=1

xi,j,

где

ai = xi,1 + . . .+ xi,di,

которое определяет гиперповерхность в

Pd1−1 × . . .× Pdk−1 × Al × A1.
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Более того, исключительные дивизоры над λ = 0 лежат над общими точками

стратов, задающихся уравнениями

ar = y1 = . . . = yl = 0

для некоторых 1 6 r 6 k и обращением в ноль некоторых переменных

xi,j1, . . . , xi,jsi для различных 1 6 i 6 k, таких что для i 6= r выполнено

si 6 di − 1, и для i = r выполнено si 6 di − 2, а общее число
∑
si обраща-

ющихся в ноль переменных xi,j равно как минимум одному, если l = 0. Для

любых i ∈ {1, . . . , k} проективное пространство Pdi−1 покрывается локаль-

ными картами xi,r 6= 0. В каждой из этих карт возьмем в качестве координат

ai, xi,1, . . . , xi,r−1, xi,r+1, . . . , xi,di.

Аналитически в этих локальных картах, взятых для всех i, гиперповерхность

LGs
X имеет тип Ld̄,s для d̄ = (l+1, d1, . . . , dk), и s 6 l+

∑
di−k = N . Для того,

чтобы вычислить общее число исключительных дивизоров над центральным

слоем гиперповерхности LGs
X , нужно сложить вклады различных канониче-

ских стратов, см. доказательство леммы 7.18.

Пусть Ik = {1, . . . , k}, и для 1 6 j 6 k положим Ijk = Ik \ {j}. Если
l > 1, то канонические страты пронумерованы выбором индекса j ∈ Ik, и it
переменных из набора xt,1, . . . , xt,dt для всех 1 6 t 6 k, где 0 6 it 6 dt − 1

для t 6= j, и 0 6 ij 6 dj − 2. Суммируя эти вложения канонических стратов,

мы видим, что число исключительных компонент, лежащих над центральным

слоем гиперповерхности LGs
X равно
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k∑
j=1

d1−2∑
ij=0

∑
s∈Ijk

d1−1∑
is=0

(
d1

i1

)
· . . . ·

(
dk
ik

)
·G
(
dj,
(∑
s∈Ik

is
)

+ l
)

=

=
k∑
j=1

d1−2∑
ij=0

∑
s∈Ijk

d1−1∑
is=0

(
d1

i1

)
· . . . ·

(
dk
ik

)
·
(

dj − 1(∑
s∈Ik is

)
+ l

)
=

=
k∑
j=1

d1−1∑
i1=0

· · ·
dk−1∑
ik=0

(
d1

i1

)
· . . . ·

(
dk
ik

)
·
(

dj − 1(∑
s∈Ik is

)
+ l

)
=

=
k∑
j=1

∑
I⊂Ik

(−1)k−|I|

∑
s∈I

ds∑
is=0

(∏
s∈I

(
ds
is

))(
dj − 1(∑

s∈I is
)

+
(∑

s∈Ik\I ds
)

+ l

) =

=
k∑
j=1

∑
I⊂Ik

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1(∑
s∈Ik ds

)
+ l

)
=

=
k∑
j=1

∑
I⊂Ik

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1

N + k

)
.

Здесь первое равенство следует из предложения 7.20. Второе следует из того

факта, что если l > 1, а is выбрано так, что is = ds − 1, то соответствующее

слагаемое равно 0 независимо от выбора it для t 6= s. Третье равенство явля-

ется обычной формулой включения-исключения. Четвертое равенство явля-

ется приложением леммы 7.14. Наконец, пятое равенство следует из опреде-

ления числа l. Компонентами центрального слоя для LGX являются исклю-

чительные дивизоры и собственный прообраз (неприводимого) центрального

слоя для LGs
X . Таким образом, вычисленное выше число равно в точности

kLGX . Сравнивая его с числом, вычисленном в предложении 7.11, получаем,

что kLGX = h1,N−1
pr .

Если l = 0, то канонические страты зависят от выбора j ∈ Ik и it пере-

менных из набора xt,1, . . . , xt,dt для всех 1 6 t 6 k, где 0 6 it 6 dt − 1 для

t 6= j, 0 6 ij 6 dj − 2, и где как минимум одно из чисел i1, . . . , ik не равно
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нулю. Суммируя вклады этих канонических стратов, мы видим, что число ис-

ключительных компонентов над центральным слоем гиперповерхности LGs
X

равно

−
k∑
j=1

(
d1

0

)
·. . .·

(
dk
0

)
·
(
dj − 1

0

)
+

k∑
j=1

d1−2∑
ij=0

∑
s∈Ijk

d1−1∑
is=0

(
d1

i1

)
·. . .·

(
dk
ik

)
·
(
dj − 1∑
s∈Ik is

)
=

= −k +
k∑
j=1

d1−2∑
ij=0

∑
s∈Ijk

d1−1∑
is=0

(
d1

i1

)
· . . . ·

(
dk
ik

)
·
(
dj − 1∑
s∈Ik is

)
=

= −
(
k +

∑
s∈Ik

ds
)

+
k∑
j=1

d1−1∑
i1=0

. . .

dk−1∑
ik=0

(
d1

i1

)
· . . . ·

(
dk
ik

)
·
(
dj − 1∑
s∈Ik is

)
=

= −
(
k +

∑
s∈Ik

ds
)

+
k∑
j=1

∑
I⊂Ik

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1(∑
s∈Ik ds

) )
=

= −(N + 2k) +
k∑
j=1

∑
I⊂Ik

(−1)k−|I|
((∑

s∈I ds
)

+ dj − 1

N + k

)
Первые два равенства проверяются напрямую. Третье следует из формулы

включения-исключения и леммы 7.14, так же как и в случае l > 1. Четвер-

тое равенство следует из определения числа l. Компонентами центрального

слоя для LGX являются исключительные дивизоры и собственные прообра-

зы компонент (приводимого) центрального слоя для LGs
X . Центральный слой

для LGs
X состоит из k компонент. Таким образом, вычисленное выше число

равно kLGX − k+ 1. Сравнивая его с числом, найденным в предложении 7.11,

получаем kLGX = h1,N−1
pr .

Наконец, утверждение теоремы следует из того факта, что hN−p,ppr (X) =

hN−p,p(X), за исключением случая hk,kpr (X) = hk,k(X)− 1 для N = 2k. �

Пример 7.25. Рассмотрим кубическую гиперповерхность X в PN+1.

(i) Пусть N равно 2. Тогда

fX =
(x1 + x2 + 1)3

x1x2
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и LGs
X задается уравнением

(x1 + x2 + x3)
3 = λx1x2x3.

Страт, который мы раздуваем, задается уравнениями

x1 + x2 + x3 = xj = 0.

В окрестности такого страта модель LGs
X изоморфна гиперповерхно-

сти a3 = λxj. Таким образом,

kLGX = 3 · 2 = 6

согласно примеру 7.22(1), и

h1,1(X) = 7 = kLGX + 1.

(ii) Пусть N равно 3. Тогда

fX =
(x1 + x2 + 1)3

x1x2y1
+ y1

и LGs
X) задается уравнением

y2
0(x1 + x2 + x3)

3 = (λy0 + y1)y1x1x2x3.

Страт, который мы раздуваем, задается уравнениями

y1 = x1 + x2 + x3 = xj = 0, y0 = 1.

В окрестности такого страта модель LGs
X аналитически эквивалент-

на гиперповерхности a3 = λy1xj. Поэтому, по примеру 7.22(1), есть

F (3, 1) = 3 центральные компоненты над общим для всех таких ги-

перповерхностей стратом (задающимся как a = y1 = 0), и G(3, 2) = 1

центральных компонент (не приходящих со стратов большей размер-

ности) для каждого такого страта. Таким образом,

kLGX = 2 + 3 · 1 = 5
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и

h1,2(X) = 5 = kLGX .

(iii) Пусть N равно 4. Тогда

fX =
(x1 + x2 + 1)3

x1x2y1y2
+ y1 + y2

и LGs
X задается уравнением

y3
0(x1 + x2 + x3)

3 = (λy0 + y1 + y2)y1y2x1x2x3.

Страт, который мы раздуваем, задается уравнениями

y1 = y2 = x1 + x2 + x3 = xj = 0, y0 = 1.

В окрестности такого страта модель LGs
X аналитически эквивалент-

на гиперповерхности a3 = λy1y2xj. Поэтому, по примеру 7.22(1), есть

F (3, 2) = 1 центральные компоненты над общим для всех таких

гиперповерхностей стратом (задающимся как a = y1 = y2 = 0),

и G(3, 3) = 0 центральных компонент (не приходящих со стратов

большей размерности) для каждого такого страта. Таким образом,

kLGX = 1 и

h1,3(X) = 1 = kLGX .

(iv) Пусть N больше, чем 4. Тогда

fX =
(x1 + x2 + 1)3

x1x2y1 · . . . · yN−2
+ y1 + . . .+ yN−2

и LGs
X задается уравнением

yN−1
0 (x1 + x2 + x3)

3 = (λy0 + y1 + . . .+ yN−2)y1 · . . . · yN−2x1x2x3.

Страт, который мы раздуваем, задается уравнениями

y1 = . . . = yN−2 = x1 + x2 + x3 = xj = 0, y0 = 1.
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В окрестности такого страта модель LGs
X аналитически эквивалентна

гиперповерхности

a3 = λy1 · . . . · yN−2xj.

Поэтому, по примеру 7.22(1), есть F (3, N − 2) = 0 центральные ком-

поненты над общим для всех таких гиперповерхностей стратом (зада-

ющимся как a = y1 = 0), и G(3, N − 1) = 0 центральных компонент

(не приходящих со стратов большей размерности) для каждого такого

страта. Таким образом, kLGX = 0 и

h1,N−1(X) = 0 = kLGX .

Мы закончим эту часть тем, что сформулируем несколько вопросов, свя-

занных с теоремой 7.24.

Вопрос 7.26. Наше доказательство теоремы 7.24 основано на чисто ком-

бинаторных вычислениях. Существует ли способ установить естествен-

ное соответствие между множеством подходящих исключительных диви-

зоров и каким-то множеством (1, N −1)-классов? В частности, если есть

полное пересечение X размерности N , существует ли выделенный способ

выбрать базис в пространстве H1,N−1(X), который соответствует нашей

процедуре? Если нет, то имеет смысл ослабленная версия нашего вопроса:

существует ли выделенное семейство соответствий между подходящими

исключительными дивизорами и (1, N − 1)-классами? В частности, каж-

дому исключительному дивизору естественно сопоставить положитель-

ное целое число, а именно, размерность центра дивизора. Существует ли

естественная фильтрация на пространстве H1,N−1(X), соответствующая

этой (или какой-нибудь другой) градуировке на пространстве дивизоров?
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Вопрос 7.27. Верно ли, что фильтрация на пространстве исключитель-

ных дивизоров, которую мы упомянули в вопросе 7.26 (то есть фильтра-

ция по размерности центров дивизоров) естественная? Скажем, связана

ли она с весовой фильтрацией смешанной структуры Ходжа, которая зада-

на пучком исчезающих циклов (см. пункт 3.2.3)? Если нет, разумно задать

вопрос 7.26 для более естественной фильтрации.

Вопрос 7.28 (ср. замечание 4.20). Рассмотрим N -мерное многообразие X.

Пусть LGs
X — (возможно особое) послойно компактное семейство, до-

пускающее крепантное разрешение до N -мерной модели Ландау–Гинзбурга

LGX . Возможно ли вычислить число h1,N−1(X), используя только LGs
X , а

не LGX? Еще более интересно было бы найти какой-нибудь способ, который

был бы более алгоритмичен, чем построение разрешения. (Это представ-

ляет больший интерес для произвольного многообразия Фано, а не просто

для полного пересечения, так как для полного пересечения теорема 7.8 дает

простой способ найти числа Ходжа, вообще не используя модели Ландау–

Гинзбурга.) Может быть, возможно в этом случае использовать мотив-

ное интегрирование (см., к примеру, [Cr04])?

Пример 7.29. Центральный слой содержит более глубокую информацию,

чем просто число Ходжа. Согласно теореме 7.24, четырехмерная кубика X

имеет две компоненты в центральном слое модели Ландау–Гинзбурга LGX .

Они пересекаются по некоторой специальной K3-поверхности с числом Пи-

кара 20. Структура Ходжа четырехмерной кубики является суммой части,

порожденной гиперплоским сечением, и примитивной структурой Ходжа в

размерности 4 — структурой Ходжа веса 2 размерностей (1, 20, 1). В част-

ности, h13 = 1 и h22 = 21. Основываясь на этом, что из обобщенной зер-

кальной симметрии следует нерациональность общей четырехмерной куби-

ки. Для других подходов к нерациональности общей четырехмерной кубики

см. [Kuz10], [Kul08] (ср. [ABB13]) и ссылки в них.
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Часть 8. Проекции

Гладкие многообразия Фано полностью классифицированы в размерно-

сти два (поверхности дель Пеццо, классификация восходит к итальянской

школе алгебраической геометрии XIX века) и три (Исковских [Is77] и Мори–

Мукаи [MM82]); случай размерности один тривиален. Напомним (см. опреде-

ление 3.1), что поверхности дель Пеццо степени больше двух можно описать

как поверхности степени n в Pn; таким образом, поверхность дель Пеццо мож-

но получить проекцией из поверхности дель Пеццо большей степени. С дру-

гой стороны, чтобы получить “хорошие” торические вырождения поверхно-

стей дель Пеццо (которые важны с точки зрения теории торических моделей

Ландау–Гинзбурга, см параграф 3.1), достаточно просто выбирать ториче-

ские центры проекций. С классификационной точки зрения нас интересуют

не сами поверхности, а их пространства деформаций, поэтому торическая

поверхность дель Пеццо как точка на пространстве деформаций полностью

определяет класс поверхностей.

В трехмерном случае многообразия Фано не получается связать проекци-

ями как в случае размерности два, хотя бы потому, что трехмерные многооб-

разия Фано могут не быть бирационально эквивалентны. Однако визуально, с

точки зрения численных инвариантов, они имеют некоторую структуру, обра-

зуя серии, такие как серии многообразия Фано основной серии индекса один.

Поэтому возникает идея связать простейшими проекциями если не сами мно-

гообразия Фано, то хотя бы их торические вырождения. Такие вырождения

чаще всего определяют семейство многообразий Фано; однако в трехмерном

случае одно и то же вырождение может быть у разных многообразий. В этом

случае конкретное многообразие определяет не само вырождение, а соот-

ветствующая ему торическая модель Ландау–Гинзбурга; разные многочлены

Лорана (типа Минковского) определяют разные семейства сглаженных мно-

гообразий Фано. Эта часть посвящена изучению связи между различными
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многообразиями Фано через элементарные проекции между их торическими

вырождениями. Параграф 8.1 посвящен двухмерному случаю; в частности,

в нем проекциями получены все канонические торические поверхности дель

Пеццо, торические модели Ландау–Гинзбурга для которых изучались в пара-

графе 3.1. В параграфе 8.2 мы связываем проекциями вырождений гладкие

трехмерные многообразия основной серии. Подобным образом можно связать

все гладкие трехмерные многообразия Фано с очень обильным антиканони-

ческим классом, однако это делается также, как и в случае ранга Пикара 1,

и отличается от него лишь громоздкостью, см. [IKKPS].

8.1. Торические базовые линки для поверхностей дель Пеццо

Антиканоническая линейная система |−KP2| задает вложение P2 → P9. Ее

образом является поверхность степени 9, которую мы обозначаем через S9.

Пусть π : S9 99K S8 — бирациональное отображение, индуцированное линей-

ной проекцией P9 99K P8 из точки на S9 (центра проекции), где S8 является

поверхностью степени 8 в P8, полученной как образ поверхности S9 при этой

проекции. Для простоты будем говорить, что π9 является проекцией поверх-

ности S9 Из точки. Мы получаем коммутативную диаграмму

S̃9
α9

��

β9

  
S9 π9

// S8,

где α9 — раздутие гладкой точки на поверхности S9, а β9 — бирациональный

морфизм, определяемый линейной системой | −KS̃9
|. Заметим, что S8 — это

поверхность дель Пеццо и (−KS8
)2 = 8.

Итерируя этот процесс и беря гладкие точки полученных поверхностей

Si как центры проекций, мы получим следующую последовательность про-

екций:

(8.1) P2 = S9
π9 // S8

π8 // S7
π7 // S6

π6 // S5
π5 // S4

π4 // S3,
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в которой каждая поверхность Si является поверхностью дель Пеццо с кано-

ническими особенностями, например, S3 является кубической поверхностью с

изолированными особенностями в P3, которая не является конусом. Заметим,

что мы должны закончить процесс при i = 3, так как проекция кубики S3 из

гладкой точки на ней дает рациональное отображение степени 2.

Для каждой построенной проекции πi : Si 99K Si−1 мы получаем коммута-

тивную диаграмму

(8.2) S̃i
αi

��

βi

!!
Si πi

// Si−1,

в которой αi является раздутием гладкой точки на поверхности Si, а βi —

бирациональный морфизм, задающийся линейной системой | − KS̃i
|. Будем

называть диаграмму (8.2) базовым линком между поверхностями дель Пец-

цо.

Вместо P2 можно использовать неприводимую квадрику в качестве корня

последовательности проекций. Таким образом мы получим все поверхности

дель Пеццо с каноническими особенностями, кроме P2, квадратичного конуса,

квартики в P(1, 1, 1, 2), и секстики в P(1, 1, 2, 3). Заметим, что поверхность S3

не является пересечением квадрик (то есть является тригональной), антика-

ноническая линейная система каждой квадрики в P(1, 1, 1, 2) с канонически-

ми особенностями — морфизм, не являющийся вложением (то есть поверх-

ность является гиперэллиптической), а антиканоническая линейная система

каждой секстики в P(1, 1, 2, 3) имеет единственную базисную точку.

Зафиксируем действие тора (C∗)2 на P2. Если вместо того, чтобы брать в

качестве центров проекций гладкие точки, мы будем брать торические глад-

кие точки (фиксируя действие тора), то построенная последовательность про-

екций (8.1) и коммутативная диаграмма (8.2) также будут торическими. В

таком случае мы будем говорить, что диаграмма (8.2) является торическим
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базовым линком между торическими поверхностями дель Пеццо. Напомним,

что существует в точности 16 торических поверхностей дель Пеццо с кано-

ническими особенностями. На самом деле мы можем явно описать все воз-

можные торические проекции торических поверхностей дель Пеццо из их

гладких торических точек (что является чисто комбинаторной задачей), что

даст полное описание всех торических базовых линков между торическими

поверхностями дель Пеццо. Самым простым способом это сделать является

использование рефлексивных многоугольников. Это описание представлено

в рисунке 4.

В параграфе 3.1 мы каждой поверхности дель Пеццо и дивизору на ней со-

поставили торическую модель Ландау–Гинзбурга. Заметим, что метод такого

сопоставления согласован с торическими базовыми линками.

8.2. Торические базовые линки для трехмерных многообразий

Фано с каноническими горенштейновыми особенностями

По аналогии с двумерным случаем естественной кажется идея опреде-

лить несколько конкретных типов базовых линков между трехмерными мно-

гообразиями Фано с каноническими горенштейновыми особенностями (слова

конкретный тип линков означают, что они должны иметь геометрическое

описание, такое как проекции из точек или кривых малой размерности) и

связать все такие многообразия базовыми линками. Однако это невозможно,

что демонстрирует следующий пример.

Пример 8.3 (Исковских–Манин). Трехмерное многообразие Фано с кано-

ническими особенностями бирационально гладкой квартике, только если оно

само является гладкой квартикой (см. [IM71] и [Ch03]).

Однако, как и в случае поверхностей, если мы интересуемся классифика-

цией с точностью до деформаций, то мы можем определить небольшой набор

конкретных базовых линков между трехмерными многообразиями Фано с
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Рис. 4. Дерево дель Пеццо

каноническими горенштейновыми особенностями и описать все деформаци-

онные типы таких многообразий, используя эти линки. Более того, разумно

ожидать, что этот подход позволит единообразно получить все гладкие трех-

мерные многообразия Фано.

Определим трехмерные базовые линки по аналогии с двумерными. А

именно, рассмотрим трехмерное многообразие Фано X с каноническими го-

ренштейновыми особенностями. Положим g = K3
X/2 + 1. Тогда g является
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положительным целым числом и h0(OX(−KX)) = g + 1. Пусть ϕ|−KX | : X →
Pg+1 — отображение, заданное системой | −KX |. Тогда

(i) либо Bs| −KX | 6= ∅, и все такие многообразия найдены в [JR06],

(ii) либо отображение ϕ|−KX | не является вложением (такие многообразия

называются гиперэллиптическими), и все такие многообразия найде-

ны в [CPS05],

(iii) либо отображение ϕ|−KX | является вложением, но ϕ|−KX |(X) не явля-

ется пересечением квадрик (такие многообразия называются триго-

нальными), и все такие многообразия найдены в [CPS05],

(iv) либо ϕ|−KX |(X) является пересечением квадрик.

Таким образом, мы всегда можем предполагать, что отображение ϕ|−KX |

является вложением, а ϕ|−KX |(X) является пересечением квадрик. Мы будем

отождествлять X с его антиканоническим образом ϕ|−KX |(X).

Пусть Z — либо гладкая точка на X, либо терминальная точка типа cDV

(см. [Re87]) на X, либо прямая на X ⊂ Pg+1, не проходящая через не-cDV

точку, либо гладкая неприводимая коника на X ⊂ Pg+1 не проходящая через

не-cDV точку. Обозначим через α : X̃ → X раздутие пучка идеалов подмно-

гообразия Z ⊂ X.

Лемма 8.4. Предположим, что Z является либо точкой типа cDV, либо

прямой. Тогда система | −KX̃ | не имеет базисных точек.

Доказательство. Это следует из предположения, что ϕ|−KX |(X) является

вложением. �

Если Z является гладкой точкой, обозначим через β : X → X ′ морфизм,

задающийся системой | −KX̃ |.
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Лемма 8.5. Предположим, что Z является либо точкой типа cDV, либо

прямой. Тогда морфизм β бирационален, и X ′ является многообразием Фано

с каноническими горенштейновыми особенностями, таким что антикано-

нический класс −KX ′ очень обилен.

Доказательство. Требуемое утверждение следует из того факта, что X яв-

ляется пересечением квадрик. �

Если Z является коникой, то нам необходимо наложить некоторые усло-

вия на X и Z (ср. [Ta89, Theorem 1.8]), чтобы гарантировать, что морфизм

β бирационален, а X ′ является многообразием Фано с каноническими горен-

штейновыми особенностями, таким что антиканонический класс −KX ′ очень

обилен. В торическом случае эти условия легко проверить.

Обозначим через π : X 99K X ′ проекцию с центром в Z. Если Z не явля-

ется гладкой точкой, то диаграмма

(8.6) X̃
α

��

β

  

X π
//X ′

коммутативна. К сожалению, если Z является гладкой точкой, то диаграм-

ма (8.6) не является коммутативной. В этом случае мы должны определить

базовый линк между трехмерными многообразиями Фано несколько иным

путем. А именно, если Z является гладкой точкой, нам необходимо рассмат-

ривать коммутативную диаграмму (8.6), в которой π является проекцией из

проективного касательного пространства к X в точке Z (вместо проекции из

Z как в остальных случаях). Более того, если Z является гладкой точкой, то,

аналогично со случаем, когда Z является коникой, нам необходимо наложить

несколько дополнительных предположений на X и Z, чтобы гарантировать

то, что морфизм β бирационален, X ′ является многообразием Фано с канони-

ческими горенштейновыми особенностями, а антиканонический класс −KX ′
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очень обилен. Эти условия легко проверить во многих случаях — в ториче-

ском случае и в случае индекса, большего 1, см. замечание 8.7.

Мы будем называть диаграмму (8.6) базовым линком между трехмерны-

ми многообразиями Фано типа

• IIp, если Z является гладкой точкой,

• IIdp, (или IIo или IIcDVсоответственно) если Z является двойной точ-

кой (обыкновенной двойной точкой или не обыкновенной двойной точ-

кой соответственно),

• IIl, если Z является прямой и

• IIc, если Z является коникой.

Более того, во всех случаях мы называем Z центром базового линка (8.6)

или центром проекции π.

Замечание 8.7. Пусть Z является гладкой точкой, а −KX ∼ 2H для некото-

рого обильного дивизора Картье H. Положим d = H3. Тогда линейная систе-

ма |H| определяет рациональное отображение ϕ|H| : X 99K Pd+1 (что следует

из теоремы Римана–Роха и теорем об обращении в ноль). Если отображение

ϕ|H| не является вложением, то есть если H не очень обилен, то X может

быть явно описано в точности так же, как и в гладком случае (см. [IP99]). А

именно, можно показать, что X является либо гиперповерхностью степени 6

в P(1, 1, 1, 2, 3), либо гиперповерхностью степени 4 в P(1, 1, 1, 1, 2). Аналогич-

но, если H очень обилен и ϕ|H|(X) не является пересечением квадрик в Pd+1,

то X является просто кубической гиперповерхностью в P4. Предполагая, что

ϕ|H|(X) является пересечением квадрик в Pd+1 (что эквивалентно тому, что

(−KX)3 > 24) и отождествляя X с его образом ϕ|H|(X) в Pd+1, мы видим,
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что существует коммутативная диаграмма

(8.8) X̃
α

��

β

  

X π
//X ′,

в которой π : X 99K X ′ является проекцией многообразия X ⊂ Pd+1 из точ-

ки Z. Тогда X ′ является трехмерным многообразием Фано с каноническими

горенштейновыми особенностями, индекс Фано которого также делится на 2.

По аналогии с двухмерным случаем, мы можем взять P3 или неприводи-

мую квадрику в P3 и начать применять базовые линки один за другим. Это

даст нам все (или почти все) деформационные типы трехмерных многооб-

разий Фано с каноническими горенштейновыми особенностями, очень обиль-

ным антиканоническим классом и антиканонической степени не более 64 (ан-

тиканоническая степень при базовых линках убывает).

Пусть X — трехмерное торическое многообразие Фано с канонически-

ми горенштейновыми особенностями. Зафиксируем действие тора (C∗)3 на

X. Предположим, что −KX очень обилен, а X не тригонально. Тогда мы

можем отождествить X с его антиканоническим образом в Pg+1, где g =

(−KX)3/2 + 1 (это число обычно называется родом многообразия X). Пусть

Z тор-инвариантно. Если Z не является гладкой точкой многообразия X, то

диаграмма (8.6) также является тор-инвариантной, и мы будем называть ба-

зовый линк (8.6) торическим. Это дает нам три типа торических базовых

линков: IIdp, если Z является двойной точкой (IIo, если Z является обык-

новенной двойной точкой, и IIcDV, если Z не является обыкновенной двой-

ной точкой), IIl, если Z является прямой, и IIc, если Z является коникой. В

том случае, когда Z является гладкой тор-инвариантной точкой, мы будем

действовать как в замечании 8.7, получая торический базовый линк типа

IIp, предполагая, что индекс Фано многообразия X делится на 2 или 3 и

(−KX)3 > 24.
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Возьмем X = P3 и начнем применять базовые линки, пока мы не полу-

чим торическое многообразие Фано с каноническими горенштейновыми осо-

бенностями, к которому мы не можем применить торический базовый линк

(например, когда мы получим торическую квартику в P4). Это даст бира-

циональные отображения между большинством трехмерных многообразий

Фано с каноническими горенштейновыми особенностями, антиканоническая

степень которых не больше 64. Аналогично, мы можем взять неприводимую

квадрику в P4, сделав картину более полной. Более того, мы можем начать с

многообразий X = P(1, 1, 1, 3) или X = P(1, 1, 4, 6), которые имеют наиболь-

шую степень среди трехмерных многообразий Фано с каноническими горен-

штейновыми особенностями (см. [Pro05]), а также с X = P1× P1× P1, чтобы

получить все торические многообразия Фано с каноническими горенштейно-

выми особенностями, см. [IKKPS].

Нас будут интересовать торические многообразия Фано с каноническими

горенштейновыми особенностями, допускающие сглаживания к многообрази-

ям Фано с группой Пикара Z. Тогда, стартуя с P3 и с квадрики P4 с одной

обыкновенной двойной точкой и рассматривая некоторые конкретные тори-

ческие базовые линки, мы получим диаграмму на рисунке 5.

Изучим теперь торические модели Ландау–Гинзбурга, получаемые с по-

мощью торических базовых линков из P3 и квадрики. Таблица 3 устроена сле-

дующим образом. Номер многообразия в таблице обозначен через N . “Мног.”

обозначает номер соответствующего гладкого многообразия Фано. Степень

многообразия находится в столбце, помеченном “deg.”. В столбце “Род.” от-

мечены “родители” — многообразия, из которых рассматриваемое многооб-

разие получается с помощью базовых линков. “БЛ” обозначает тип базового

линка. “Пот.” обозначает “потомков” — возможные образы торических базо-

вых линков. Наконец, последний столбец содержит сами торические модели

Ландау–Гинзбурга. Коэффициенты многочленов Лорана, связанных базовым
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Рис. 5. Змея многообразий Фано

линком, согласованы между собой. Исключением является многообразие но-

мер 14, для которого мы сделали торическую замену координат y
x → y, zy → z

и многообразие номер 23, для которого также сделана торическая замена ко-

ординат.

N Мног. deg. Род. БЛ Пот. Торические модели ЛГ

1 1-17 23 · 8 ∅ ∅ 2 x+ y + z + 1
xyz

2 2-35 23 · 7 1 IIp 3 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x

3 2-32 23 · 6 2 IIp 5, 9 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y

4 3-27 23 · 6 ∅ ∅ 5 x+ y + z + 1
x
+ 1

y
+ 1

z

5 1-15 23 · 5 3, 4 IIp, IIp 6 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y
+ 1

z

6 1-14 23 · 4 5 IIp 7 x+ y + z + 1
xyz

+ 2
x
+ 1

y
+ 1

z
+ yz

x

7 1-13 23 · 3 6 IIp 8 x+ y + 2z + 1
xyz

+ 2
x
+ 2

y
+ 1

z
+ yz

x
+ xz

y
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N Мног. deg. Род. БЛ Пот. Торические модели ЛГ

8 1-12 23 · 2 7 IIp ∅ 2x+ 2y + 2z + 1
xyz

+ 2
x
+ 2

y
+ 2

z
+ yz

x
+ xz

y
+ xy

z

9 3-24 42 3 IIc 10 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y
+ 1

yz

10 4-9 40 9, 27 IIo, IIo 11 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y
+ 1

yz
+ 1

xy

11 4-6 34 10 IIc 12 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y
+ 1

yz
+ 1

xy
+ yz

12 3-12 28 11 IIc 13 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y
+ 1

yz
+ 1

xy
+ yz + xy

13 3-10 26 12 IIo 14 x+ y + z + 1
xyz

+ 1
x
+ 1

y
+ 1

yz
+ 1

xy
+ yz + xy + 1

z

14 4-1 24 13 IIo 15 x+ y + z + 1
x
+ 1

y
+ 1

z
+ x

y
+ x

z
+ y

x
+ y

z
+ z

x
+ z

y

15 1-10 22 14 IIo 16 x+ y+ z+ 1
x
+ 1

y
+ 1

z
+ x

y
+ x

z
+ y

x
+ y

z
+ z

x
+ z

y
+ x

yz

16 2-13 20 15 IIo 17 x+y+z+ 1
x
+ 1

y
+ 2

z
+ x

y
+ x

z
+ y

x
+ y

z
+ z

x
+ z

y
+ x

yz
+ y

xz

17 1-9 18 16 IIo 18
x+ y+ z+ 2

x
+ 2

y
+ 2

z
+ x

y
+ x

z
+ y

x
+ y

z
+ z

x
+ z

y
+ x

yz

+ y
xz

+ z
xy

18 1-8 16 17 IIcDV 19
x+ y+ z+ 3

x
+ 3

y
+ 3

z
+ x

y
+ x

z
+ y

x
+ y

z
+ z

x
+ z

y
+ x

yz

+ y
xz

+ z
xy

+ 1
xyz

+ 2
xy

+ 2
yz

+ 2
xz

19 1-7 14 18 IIo 20 x+ y+ z+ 3
x
+ 3

y
+ 4

z
+ x

y
+ 2x

z
+ y

x
+ 2y

z
+ z

x
+ z

y
+ x

yz

+ y
xz

+ z
xy

+ 1
xyz

+ 2
xy

+ 2
yz

+ 2
xz

+ xy
z

20 1-6 12 19 IIo 21 2x+y+z+ 3
x
+ 4

y
+ 4

z
+ 2x

y
+ 2x

z
+ y

x
+ 2y

z
+ z

x
+ 2z

y
+ x

yz

+ y
xz

+ z
xy

+ 1
xyz

+ 2
xy

+ 2
yz

+ 2
xz

+ xy
z

+ xz
y

21 1-5 10 20 IIo 22 2x+2y+2z+ 4
x
+ 4

y
+ 4

z
+ 2x

y
+ 2x

z
+ 2y

x
+ 2y

z
+ 2z

x
+ 2z

y

+ x
yz

+ y
xz

+ z
xy

+ 1
xyz

+ 2
xy

+ 2
yz

+ 2
xz

+ xy
z

+ xz
y

+ yz
x

22 1-4 8 21 IIcDV 23
4x+4y+4z+ 4

x
+ 4

y
+ 4

z
+ 2x

y
+ 2x

z
+ 2y

x
+ 2y

z
+ 2z

x
+ 2z

y

+ x
yz

+ y
xz

+ z
xy

+ 1
xyz

+ 2
xy

+ 2
yz

+ 2
xz

+ xy
z

+ xz
y

+ yz
x

+xyz + 2xy + 2xz + 2yz

23 1-3 6 22 IIcDV 24 (y+z+1)2((y+z+1)2+2x(y+z+1)+x2)
xyz

− 12

24 1-2 4 23 IIcDV ∅ (x+y+z+1)4

xyz

25 1-16 54 ∅ ∅ 26 x+ y + z + 1
xy

+ 1
yz

26 2-30 46 27 IIp 27 x+ y + z + 1
xy

+ 1
yz

+ 1
xyz

27 3-23 42 28 IIl 10 x+ y + z + 1
xy

+ 1
yz

+ 1
xyz

+ 1
x

Таблица 3: Торические модели Ландау–

Гинзбурга трехмерных многообразий Фано
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Предложение 8.9 (см. [IV09, Theorem 2.8]). Рассмотрим многочлен Лорана

p1 = xg1g2 + g3 + g4/x, где gi — многочлены Лорана, не зависящие от x.

Пусть p2 = xg1 + g3 + g2g4/x. Пусть Ti — торическое многообразие, такое

что F (Ti) = N(pi). Тогда многообразие T2 вырождается к T1.

Пример 8.10. Рассмотрим многочлен Лорана

p1 = xy + xz + xyz + x/y + x/z + x+ 1/x,

который является торической моделью Ландау–Гинзбурга для многообразия

X2−35. Заметим, что

p1 = x(z + z/y + 1)(y + 1/z) + 1/x.

Поэтому, по предложению 8.9, торическое многообразие Tp1
может быть де-

формировано к торическому многообразию Tp2
для

p2 = x(z + z/y + 1) + (y + 1/z)/x,

который, после мономиальной замены переменных, совпадает с многочленом

из второй строки таблицы 3. В частности, Tp1
сглаживается до X2−35.

Многообразие Tp1
является ни чем иным, как конусом над торической

поверхностью дель Пеццо степени 7 (самой левой в третьей строке рисунка 4).

Рассмотрим торический базовый линк, являющийся проекцией из гладкой

точки на Tp1
. Мы получим торическое многообразие — конус над торической

поверхностью дель Пеццо, соответствующей самому левому многоугольнику

в четвертой строке рисунка 4. Оно имеет два сглаживания, соответствующих

двум разложениям многоугольника по Минковскому. Более того, имеется две

торические модели Ландау–Гинзбурга, многогранниками Ньютона которых

является веерный многогранник этого конуса, а именно

p3 = xy + xz + xyz + x/y + x/z + x/y/z + 2x+ 1/x
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и

p4 = xy + xz + xyz + x/y + x/z + x/y/z + 3x+ 1/x.

Первая из них соответствует многообразию X2−32, а вторая — многообразию

X3−27. Действительно, заметим, что

p3 = x ((yz + 1)/z/y) (y + 1)(z + 1) + 1/x

и

p4 = x ((yz + z + 1)/y/z) (yz + y + 1) + 1/x.

После замены переменных кластерного типа по предложению 8.9 мы полу-

чим два многочлена, соответствующих в таблице 3 многообразиям X2−32 и

X3−27. Тем не менее, правильным прообразом рассматриваемого торическо-

го базового линка является многообразие X2−32, так как проектируя общее

многообразие X2.32 из точки, мы получим именно X3.27.

Замечание 8.11. Многообразие номер 24, то есть торическая квартика, явля-

ется тригональной, и из нее нет базовых линков. Однако оно имеет 4 особые

канонические (тройные) точки, из которых мы можем спроектировать. Дру-

гими словами, мы можем спроектировать квартику

{x1x2x3x4 = x4
0} ⊂ P[x0 : x1 : x2 : x3 : x4]

из точки, скажем (0 : 0 : 0 : 0 : 1). Очевидно, что мы получим снова много-

образие номер 1, то есть P3.

Суммируя результаты, которые мы обсуждали в этой части, мы получим

следующее.

Теорема 8.12 (ср. [IKKPS]). Все поверхности дель Пеццо связаны базовыми

линками. Все торические базовые линки приведены на рисунке 4.
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Трехмерные многообразия Фано основной серии связаны торическими ба-

зовыми линками. Эти линки приведены на рисунке 5. Базовые линки согла-

сованы с элементарными перестройками (добавлением монома и возмож-

ного изменения коэффициентов соседних мономов) их торических моделей

Ландау–Гинзбурга. Базовые линки определяют сглаживание образов проек-

ций.
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Часть 9. Неф-разбиения

Важным ингредиентом в конструкции Гивенталя из параграфа 5.1 для

полных пересечений в торических многообразиях и ее обобщений было су-

ществование неф-разбиения для такого полного пересечения. Такие неф-

разбиения существуют для полных пересечений в проективных простран-

ствах (см. параграф 5.2) и, более общо, в грассманианах (см. параграф 6.1).

Однако в общем случае существование такого неф-разбиения не гарантиро-

вано. С классификационной точки зрения самыми интересными многообра-

зиями Фано являются многообразия с группой Пикара Z. Если полное пе-

ресечение в торическом многообразии обладает таким свойством, то ториче-

ское многообразие является взвешенным проективным пространством (или

его фактором). В общем случае существование неф-разбиения для полного

пересечения во взвешенном проективном пространстве не доказано, хотя и

ожидается.

Гипотеза 9.1. Гладкое хорошо сформированное полное пересечение во взве-

шенном проективном пространстве имеет хорошее неф-разбиение и тори-

ческую модель Ландау–Гинзбурга (определения см. ниже).

Докажем существование (очень) хороших неф-разбиений для случая глад-

ких полных пересечений дивизоров Картье и случая коразмерности не боль-

ше двух.

Замечание 9.2. Существование хорошего (см. определение 9.7) неф-разбиения

гарантирует существование слабой модели Ландау–Гинзбурга (см. пара-

граф 5.2), для которых выполнено торическое условие (см. параграф 5.4).

Во многих случаях, по аналогии с теоремой 5.19, можно проверить и условие

Калаби–Яу, то есть то, что эта модель Ландау–Гинзбурга торическая; основ-

ным препятствием для этого является то, что в общем случае многогранник

Ньютона такой модели не является рефлексивным.
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В параграфе 9.3 мы найдем все неф-разбиения и соответствующие им сла-

бые модели Ландау–Гинзбурга для гладких взвешенных пересечений Фано

размерностей 4 и 5, что дает еще одно свидетельство в пользу гипотезы 9.1.

9.1. Неф-разбиения для полных пересечений дивизоров Картье

Наибольший общий делитель чисел a1, . . . , ar ∈ N мы будем обозначать

через (a1, . . . , ar).

Напомним некоторые факты о взвешенных проективных пространствах.

Более подробно см. в [Do82].

Определение 9.3 (см. [IF00, Definition 5.11]). Взвешенное проективное про-

странство P называется хорошо сформированным, если наибольший общий

делитель любых n весов wi равен 1.

Любое взвешенное проективное пространство изоморфно хорошо сформи-

рованному, см. [Do82, 1.3.1].

Лемма 9.4 (см. [IF00, 5.15]). Особым множеством пространства P явля-

ется объединение стратов

ΛJ = {(x0 : . . . : xn) | xj = 0 для всех j /∈ J}

для всех подмножеств J ⊂ [0, n], таких что наибольший общий делитель

весов wj для j ∈ J больше 1.

Определение 9.5 (см. [IF00, Definition 6.9]). Подмногообразие X ⊂ P ко-

размерности k называется хорошо сформированным, если P хорошо сформи-

ровано и

codimX (X ∩ SingP) > 2.

Определение 9.6. Нули (взвешенного) однородного многочлена

f ∈ C[x0, . . . , xn],
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где wt(xi) = wi, взвешенной степени d называются гиперповерхностью сте-

пени d в P = P(w0, . . . , wn).

Так как ранг группы дивизоров Вейля взвешенного проективного про-

странства равен 1, любой эффективный дивизор Вейля можно задать как

нули некоторого взвешенного однородного многочлена. Его степень называ-

ется степенью дивизора. Легко видеть, что дивизор Вейля степени d является

дивизором Картье тогда и только тогда, когда все веса wi делят d.

Особенностями общего пересечения X = X1 ∩ . . . ∩Xk дивизоров Картье

X1, . . . , Xk является пересечение многообразия X с особенностями простран-

ства P. Поэтому X гладко тогда и только тогда, когда максимальная кораз-

мерность стратов особенностей пространства P меньше, чем k. Это значит,

что (wi1, . . . , wik+1
) = 1 для любого набора весов wi1, . . . , wik+1

(ср. [Di86]).

Пусть degXi = di. Каноническим пучком многообразияX является пучок

O(d1 + . . .+ dk −w0− . . .−wn)|X . Поэтому X является многообразием Фано

тогда и только тогда, когда
∑
di <

∑
wj.

Определение 9.7. Пусть X является гладким полным пересечением ди-

визоров Картье степеней d1, . . . , dk в хорошо сформированном взвешенном

проективном пространстве P(w0, . . . , wn). Напомним, что разбиение множе-

ства [0, n] на k непересекающихся подмножества I0, . . . , Ik ⊂ [0, n], таких что

di =
∑

j∈Ii wj для всех i > 0, называется неф-разбиением. Неф-разбиение

называется хорошим, если существует индекс j ∈ I0 = [0, n] \ (I1 ∪ . . . ∪ Ik),
такой что wj = 1. Хорошее неф-разбиение называется очень хорошим, если

wj = 1 для всех j ∈ I0.

Предложение 9.8. Пусть X является гладким полным пересечением ди-

визоров Картье степеней d1, . . . , dk в хорошо сформированном взвешенном

проективном пространстве P(w0, . . . , wn). Пусть X является многообрази-

ем Фано. Тогда для него существует очень хорошее неф-разбиение.
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Доказательство. Упорядочивая веса по возрастанию, из условия того, что

полное пересечение является пересечением дивизоров Картье, является мно-

гообразием Фано и является гладким, мы имеем следующие численные усло-

вия на веса и степени:

w0 6 w1 6 . . . 6 wn,

wj|di, j = 0 . . . n, i = 1, . . . , k,∑
di <

∑
wi,

(wi1, . . . , wik+1
) = 1, {i1, . . . , ik+1} ⊂ {0, . . . , n}.

Применим следующий “процесс редукции”. Пусть простое число p делит один

из весов. Разделим на p все степени и веса, которые делятся на p. С точностью

до упорядочивания весов мы получим набор степеней и весов, удовлетворя-

ющий приведенным выше условиям. Будем повторять этот процесс, пока все

веса не станут равными 1. Рассмотрим k непересекающихся подмножества

I1, . . . , Ik множества [0, n], мощности которых равны степеням, полученным

на последнем шаге. Пусть, как и раньше, I0 = [0, n] \ (I1 ∪ . . . ∪ Ik).
Обозначим число

∑
wj, wj ∈ Ii, через |Ii|. Начнем процесс редукции в

обратном направлении. Веса и степени на каждом шаге меняются. Поменя-

ем элементы множеств I0 и Ii на первом шаге обращенного процесса так,

что каждое подмножество Ii содержит самое большее один индекс для веса,

который возрастает на этом шаге, а I0 не содержит таких индексов. Будем

менять на каждом шаге множества I0 и Ii следующим образом. Если |Ii| = di

(где di — степени на этом шаге), мы не будем ничего делать. Если |Ii| < di,

добавим индексы из множества I0, веса которых возрастают, к множеству Ii

(легко проверить, что число di−|Ii| не меньше, чем простое число, p на кото-

рое мы увеличиваем). Так как число увеличивающихся весов не больше, чем

k, множество I0 будет по прежнему иметь индексы, соответствующие весам,

равным 1. Получим |Ii| 6 di. Если |Ii| < di, то добавим к этому множеству
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di−|Ii| индексов из множества I0. Производя такие замены для множеств I и

Ii на каждом шаге обращенного процесса, получим |Ii| = di, а также то, что

веса для всех индексов, лежащих в I0, равны 1. Это и дает требуемое очень

хорошее неф-разбиение. �

Замечание 9.9. Обозначим через d0 =
∑
wi −

∑
dj индекс Фано многообра-

зия X. Из доказательства предложения 9.8 легко видеть, что на самом деле

как минимум d0 + 1 весов равны 1. Это оценка точная: примером является

гиперповерхность степени 6 в P(1, 1, 2, 3).

В качестве следствия мы получаем следующую теорему.

Теорема 9.10. Каждое гладкое полное пересечение Фано дивизоров Кар-

тье в хорошо сформированном взвешенном проективном пространстве

P(w0, . . . , wn)имеет слабую модель Ландау–Гинзбурга, для которой выпол-

нено торическое условие.

Доказательство. Согласно предложению 9.8 и замечанию 9.9, для X суще-

ствует такое неф-разбиение, что веса, соответствующие индексам из множе-

ства I0, равны 1. Значит, применив замену переменных, подобную замене из

параграфа 5.2, мы получим многочлен Лорана вида (5.24). Простым комби-

наторным подсчетом (или напрямую обобщив предложение 5.17 на случай

взвешенных проективных пространств) получим, что для этих многочленов

выполнено условие периодов. Кроме того, по теореме 5.25, для них выполнено

и торическое условие. �

Следствие 9.11. Из теоремы 9.10 в частности следует, что гладкая ги-

перповерхность во взвешенном проективном пространстве задается диви-

зором Картье, а, значит, для нее существует очень хорошее неф-разбиение

и слабая модель Ландау–Гинзбурга.
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Вопрос 9.12 (ср. теорему 9.15). Похоже, что условие, требуемое для су-

ществования моделей Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя для полных пе-

ресечений Фано, можно ослабить. А именно, можно рассмотреть полное

пересечение, не пересекающее особое множество взвешенного проективного

пространства (это условие необходимо, так как иначе нужно будет рас-

сматривать полное пересечение как орбифолд). На численном уровне это

значит, что для любого числа q > 1 число весов, делящихся на q, не боль-

ше, чем число делящихся на q степеней. Это выполнено для всех рассмат-

риваемых нами примеров, для которых также существует и хорошее неф-

разбиение (см., например, таблицу 4 и таблицу 5). Всегда ли это верно?

Замечание 9.13. В этом случае существует и (очень) хорошее неф-разбиение,

а, значит, и слабая модель Ландау–Гинзбурга. Действительно, рассмотрим

такое неф-разбиение. Уберем вес w0. Тогда выполнены все условия вопро-

са 9.12, так что опять существует подходящее неф-разбиение. Убирая таким

образом вес за весом, мы получим требуемое хорошее неф-разбиение.

Замечание 9.14. Естественным кажется рассматривать модели Ландау–

Гинзбурга типа Гивенталя для квазигладких полных пересечений Фано.

Однако даже для случая квазигладкой гиперповерхности Картье не всегда

существует такая модель. Примером является гиперповерхность степени 30

в P(1, 6, 10, 15). Более того, даже если такая гиперповерхность имеет модель

Ландау–Гинзбурга типа Гивенталя, ее не всегда можно представить слабой

моделью Ландау–Гинзбурга. Примером является гиперповерхность степени

30 в P(1, 1, 1, 1, 1, 6, 10, 15).

9.2. Неф-разбиения для коразмерности 2

В этом параграфе мы докажем следующую теорему.
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Теорема 9.15. Для гладкого хорошо сформированного полного пересечения

существует очень хорошее неф-разбиение.

Введем и изучим некоторые нужные нам для доказательства теоремы 9.15

понятия. Множество вершин графа Γ будем обозначать через V (Γ).

Определение 9.16. Взвешенным проективным графом, илиWP-графом на-

зывается непустой неориентированный граф Γ без петель и кратных ребер,

снабженный функцией веса

αΓ : V (Γ)→ Z>2,

такой, что выполнены следующие условия:

• для любых двух вершин v1, v2 ∈ V (Γ) существует ребро, соединяющее

v1 с v2 в графе Γ, тогда и только тогда, когда числа αΓ(v1) и αΓ(v2)

не взаимно просты;

• для любых трех вершин v1, v2, v3 ∈ V (Γ) числа αΓ(v1), αΓ(v2) и αΓ(v3)

взаимно просты.

Мотивация для определения 9.16 следующая. Если хорошо сформирован-

ное взвешенное проективное пространство P = P(w0, . . . , wn) таково, что лю-

бые три веса wi1, wi2 и wi3 взаимно просты, то мы можем построить WP-граф,

вершины которого отмечены индексами i, такими что wi > 1, и функция

веса которого сопоставляет соответствующей вершине вес wi. Мы будем ис-

пользовать этот граф для описания особенностей пространства P и полного

пересечения в нем, см. доказательство теоремы 9.15.

Определение 9.17. Для WP-графа Γ определим ΣΓ как сумму по всем

вершинам v графа Γ чисел αΓ(v) и lcm Γ как наименьшее общее кратное

чисел αΓ(v) по всем вершинам v графа Γ.
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Нашей целью является показать, что при некоторых условиях на WP-

граф Γ выполнено lcm Γ > ΣΓ. Однако для произвольного WP-графа это не

всегда выполнено.

Пример 9.18. Обозначим через ∆ = ∆(6, 10, 15) граф с тремя вершинами

v1, v2 и v3 и тремя ребрами, связывающими эти вершины. Положим

α∆(v1) = 6, α∆(v2) = 10, α∆(v3) = 15,

см. рисунок 6. Тогда ∆ является WP-графом с Σ∆ = 31 и lcm ∆ = 30.

6

10

15

Рис. 6. WP-граф ∆(6, 10, 15)

Замечание 9.19. Предположим, что WP-граф Γ содержит WP-подграф

∆(6, 10, 15). Тогда легко видеть, что граф ∆(6, 10, 15) является связной ком-

понентой графа Γ, и такой подграф единственен.

Определение 9.20. Вершина v графа Γ называется слабой, если существует

ребро, соединяющее ее с другой вершиной v′ графа Γ, такая, что число αΓ(v)

делит αΓ(v′). Если вершина v не является слабой, она называется сильной.

Пример 9.21. Граф на рисунке 7 содержит три слабые вершины: одна веса 7

и две веса 17.

Из определений легко следует, что если вершина v WP-графа Γ слабая,

то существует единственное ребро графа Γ, содержащее v. Ниже мы (неожи-

данно) увидим, что единственным WP-графом Γ без слабых вершин, таким

что lcm Γ < ΣΓ, является граф ∆(6, 10, 15).
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Рис. 7. Слабые и сильные вершины

Чтобы продолжать дальше, нам требуется следующее элементарное вы-

числение.

Лемма 9.22. Выполнены следующие утверждения.

(i) Рассмотрим положительные целые числа u1, . . . , un, такие что по

крайней мере одно из них больше 1, и положительные вещественные

числа t1 6 . . . 6 tn и t, такие что

t >
1

2

n−1∑
i=1

ti + tn.

Тогда

t

n∏
i=1

ui >
n∑
i=1

tiui.

(ii) Пусть N и M — положительные целые числа, такие что N > 4

и M > dN−1
2 e. Пусть w1, . . . , wM — попарно взаимно простые целые

числа, большие 1. Тогда
∏
wi > N .

Доказательство. Докажем утверждение (i). Положим b =
∏
ui и предполо-

жим, что ui0 > 2. Тогда b > ui0 и b > 2ui для всех i 6= i0. Имеем

tb >

(
1

2

n−1∑
i=1

ti + tn

)
· b >

1

2

∑
i6=i0

ti + ti0

 · b >∑
i6=i0

tiui + ti0ui0 =
n∑
i=1

tiui.

Для доказательства утверждения (ii) можно предполагать, что wM > 2 и

w1 > . . . > wM−1 > 3. Из этого следует, что∏
wi > 2 · 3M−1 > 2 · 3dN−3

2 e.
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Последнее число не меньше N для N > 4, что легко проверить индукцией

по N . �

Лемма 9.23. Пусть Γ — связный WP-граф без слабых вершин. Выполнены

следующие утверждения.

(i) Если граф Γ имеет не более двух вершин, то lcm Γ > ΣΓ.

(ii) Если граф Γ имеет три вершины, то lcm Γ > ΣΓ− 1 и lcm Γ > ΣΓ,

если только Σ не является WP-графом ∆(6, 10, 15).

Доказательство. Если граф Γ имеет только одну вершину, то, очевидно,

lcm Γ = ΣΓ.

Предположим, что граф Γ имеет две вершины v1 и v2, и обозначим через

a наибольший общий делитель чисел αΓ(v1) и αΓ(v2). Тогда αΓ(v1) = au1 и

αΓ(v2) = au2, где целые числа u1 и u2 взаимно просты, оба числа u1 и u2

больше 1, и оба числа u1 и u2 взаимно просты с a. Можно предполагать, что

u1 > u2. Имеем

lcm Γ = au1u2 > 2au1 > au1 + au2 = ΣΓ.

Это доказывает утверждение (i).

Предположим теперь, что граф Γ имеет три вершины v1, v2 и v3. Обо-

значим через wij наибольший общий делитель чисел αΓ(vi) и αΓ(vj) для

1 6 i < j 6 3. Заметим, что числа wij и wkr взаимно просты, за исклю-

чением случая i = k и j = r. Имеем αΓ(vi) = wijwikui. Тогда положительные

целые числа ui взаимно просты со всеми wkr. Так как граф Γ связен, он имеет

два или три ребра.

Предположим, что граф Γ имеет два ребра (то есть что одно из чисел

wij равно 1). Можно предполагать, что вершина v2 связана этими ребрами с

вершинами v1 и v3. Это значит, что оба числа w12 и w23 больше 1. Более того,
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мы заключаем, что оба числа u1 и u3 больше 1, и как минимум одно из них

больше 2. Отсюда следует неравенство

u1u3 > u1 + u3 + 1.

Мы видим, что

lcm Γ = w12w23u1u2u3 > w12w23u2(u1+u3+1) > w12u1+w12w23u2+w23u3 = ΣΓ.

Таким образом, можно предполагать, что все три числа wij больше 1, так

что граф Γ имеет три ребра.

Предположим, что ui = 1 для всех 1 6 i 6 3. После перенумерования

вершин можно предполагать, что w12 6 w13 6 w23. Если w12 > 2, то

lcm Γ = w12w13w23 > 3w13w23 > w12w13 + w12w23 + w13w23 = ΣΓ.

Если w12 = 2 и w13 > 3, то

lcm Γ = 2w13w23 > 4w23 + w13w23 > 2w13 + 2w23 + w13w23 = ΣΓ.

Если w12 = 2, w13 = 3 и w23 > 5, то

lcm Γ = 6w23 > 6 + 5w23 = 6 + 2w23 + 3w23 = ΣΓ.

Единственным оставшимся случаем является случай весов w12 = 2, w13 = 3

и w23 = 5, то есть когда WP-граф Γ является графом ∆(6, 10, 15). В этом

случае имеем

lcm Γ = 30 = ΣΓ− 1.

Рассмотрим теперь случай, когда как минимум одно из чисел ui больше 1.

Согласно приведенному выше рассуждению мы знаем, что либо

w12w13w23 > w12w13 + w12w23 + w13w23,
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либо w12 = 2, w13 = 3 и w23 = 5. В последнем случае мы видим, что

lcm Γ = w12w13w23u1u2u3 > (w12w13 + w12w23 + w13w23)u1u2u3 >

> w12w13u1 + w12w23u2 + w13w23u3 = ΣΓ

независимо от значения чисел ui. В последнем случае имеем

lcm Γ = 30u1u2u3 > 6u1 + 10u2 + 15u3 = ΣΓ

по лемме 9.22(i), примененной к значениям параметров n = 3, t1 = 6, t2 = 10,

t3 = 15 и t = 30. Это доказывает утверждение (ii) и завершает доказательство

леммы. �

Лемма 9.24. Пусть WP-граф Γ связен и не имеет слабых вершин. Пред-

положим, что через каждую вершину графа Γ проходит как минимум два

ребра. Предположим также, что число вершин N графа Γ равно как мини-

мум 4. Тогда lcm Γ > ΣΓ.

Доказательство. Обозначим через vmax вершину графа Γ, значение αΓ для

которой максимально. Обозначим через E множество ребер графа Γ, не со-

держащих вершину vmax. Легко видеть, что

|E| >
⌈
N − 1

2

⌉
.

Для каждого ребра e, соединяющего вершины v1 и v2 графа Γ, через we

обозначим наибольший общий делитель чисел αΓ(v1) и αΓ(v2). Заметим, что

все числа we попарно взаимно просты, и все они больше 1. По лемме 9.22(ii)

имеем

lcm Γ > αΓ(vmax) ·
∏
e∈E

we > NαΓ(vmax) >
∑

v∈V (Γ)

αΓ(v) = ΣΓ.

�
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Лемма 9.25. Рассмотрим связный WP-граф Γ без слабых вершин. Предпо-

ложим, что существует вершина v графа Γ, являющаяся вершиной един-

ственного ребра графа Γ. Пусть Γ′ — WP-граф, полученный из графа Γ выки-

дыванием вершины v и ребер, ее содержащих, а также ограничением функ-

ции веса на оставшиеся вершины. Предположим, что

lcm Γ′ > ΣΓ′ − 1.

Тогда

lcm Γ > ΣΓ.

Доказательство. Пусть v′ — вершина графа Γ, связанная с вершиной v. Име-

ем αΓ(v) = ab и αΓ(v′) = ac, где a, b и c — взаимно простые положительные

целые числа, а a > 2, см. рисунок 8.
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Рис. 8. Сильная вершина, содержащаяся в единственном ребре

Заметим, что b > 2 и c > 2, так как вершины v и v′ сильные. Имеем

lcm Γ = blcm Γ′, ΣΓ = ab+ ΣΓ′.

Заметим также, что граф Γ′ связен, так как граф Γ связен.

Предположим, что ΣΓ′ > ab+ 2. Тогда

lcm Γ = blcm Γ′ > 2lcm Γ′ > 2ΣΓ′ − 2 > ΣΓ′ + ab = ΣΓ.

Теперь предположим, что ΣΓ′ 6 ab + 1. Это невозможно, если c > b, так

как a > 2. Таким образом, имеем b > c, что означает, что b > c, так как числа

b и c взаимно просты. Отсюда

(b− 1)c > 2b− 2 > b+ 1.
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Заметим, что lcm Γ′ > ac, а значит

lcm Γ = blcm Γ′ = lcm Γ′ + (b− 1)lcm Γ′ > ΣΓ′ − 1 + (b− 1)ac >

> ΣΓ′ − 1 + (b+ 1)a > ΣΓ′ + ab = ΣΓ.

�

Предложение 9.26. Пусть Γ — связный WP-граф без слабых вершин. То-

гда

lcm Γ > ΣΓ− 1

и lcm Γ > ΣΓ, если только Γ не является WP-графом ∆(6, 10, 15).

Доказательство. Мы докажем утверждение леммы по индукции по числу

N вершин графа Γ. По лемме 9.23 мы знаем, что утверждение леммы верно

для N 6 3. Если граф Γ имеет вершину, содержащуюся в единственном

ребре графа Γ, то утверждение леммы следует по индукции из леммы 9.25.

Таким образом, можно предполагать, что N > 4, и каждая вершина графа Γ

содержится в как минимум двух ребрах графа Γ. Теперь утверждение леммы

следует из леммы 9.24. �

Следствие 9.27. Рассмотрим WP-граф Γ, не содержащий слабых вершин.

Предположим, что Γ не совпадает с WP-графом ∆(6, 10, 15). Тогда lcm Γ >

ΣΓ.

Доказательство. Пусть Γ1, . . . ,Γr — связные компоненты графа Γ. Тогда

(9.28) lcm Γ =
r∏
i=1

lcm Γi, ΣΓ =
r∑
i=1

ΣΓi.

Если связная компонента Γi не совпадает с WP-графом ∆(6, 10, 15), то

lcm Γi > ΣΓi по предложению 9.26. Таким образом, если ни одна из компонент

Γi не совпадает с ∆(6, 10, 15), то утверждение сразу следует из (9.28).
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Предположим, что одна из компонент Γi, скажем Γ1, совпадает с WP-

графом ∆(6, 10, 15). Тогда r > 2, и ни одна из компонент Γ2, . . . ,Γr не сов-

падает с ∆(6, 10, 15). Заметим, что ΣΓi > 2 (и, на самом деле, равна как

минимум 7 для 2 6 i 6 r из за условия взаимной простоты), так что

30
r∏
i=2

ΣΓi > 31 +
r∏
i=2

ΣΓi > 31 +
r∑
i=2

ΣΓi.

Таким образом, из (9.28) следует, что

lcm Γ = 30
r∏
i=2

lcm Γi > 30
r∏
i=2

ΣΓi > 31 +
r∑
i=2

ΣΓi =
r∑
i=1

ΣΓi.

�

Определение 9.29. Рассмотрим положительные целые числа d1, . . . , dc.

Взвешенным графом полного пересечения (или WCI-графом) мультисте-

пени (d1, . . . , dc) называется WP-граф Γ, такой что выполнено следующее

условие: для любого числа k и каждого выбора k вершин v1, . . . , vk графа

Γ, для которых наибольший общий делитель δ чисел αΓ(v1), . . . , αΓ(vk) боль-

ше 1, существует k чисел ds1
, . . . , dsk , 1 6 s1 < . . . < sk 6 c, наибольший

общий делитель которых делится на δ. Число c называется коразмерностью

WCI-графа Γ.

Мотивацией определения 9.29 является то, что гладкое взвешенное пол-

ное пересечение коразмерности 1 или 2 дает WCI-граф коразмерности 1 или

2 соответственно, и некоторые важные свойства взвешенного полного пересе-

чения контролируются этим WCI-графом, подробности см. в доказательстве

теоремы 9.15. Поэтому в этом параграфе нас будут в первую очередь инте-

ресовать WCI-графы коразмерности 1 или 2.

Замечание 9.30. Более точно было бы называть WCI-графом не просто WP-

граф Γ, а набор, состоящий из Γ и мультистепени (d1, . . . , dc). В частности,

могут существовать несколько различных WCI-графов для одного и того же

228



графа Γ и различных мультистепеней и даже различных коразмерностей.

Однако в этом параграфе мы будем иметь дело только с WCI-графами ко-

размерностей 1 и 2, и, в любом случае, мы не хотим усложнять обозначения

и надеемся, что наше определение не внесет путаницы.

Лемма 9.31. Пусть Γ — WCI-граф коразмерности 2 и бистепени (d1, d2).

Тогда множество вершин V (Γ) является несвязным объединением

V (Γ) = V1 t V2,

таким что полные подграфы Γ1 и Γ2 графа Γ с вершинами из множеств V1

и V2 являются WP-графами без слабых вершин, ни один из подграфов Γ1 и

Γ2 не содержит связную компоненту ∆(6, 10, 15), и число lcm Γi делит di.

Доказательство. Пусть V ′ ⊂ V (Γ) — множество сильных вершин графа Γ,

а V ′′ = V (Γ) \ V ′ — множество слабых вершин. Если Γ не содержит подграф

∆(6, 10, 15), положим

V ′1 = {v ∈ V ′ | αΓ(v) делит d1}.

Если Γ содержит подграф ∆(6, 10, 15), то легко видеть, что оба числа d1 и d2

делятся на lcm ∆(6, 10, 15) = 30. В этом случае положим

V ′1 = {v ∈ V ′ \ V
(
∆(6, 10, 15)

)
| αΓ(v) делит d1} ∪ {v1},

где v1 является любой вершиной подграфа ∆(6, 10, 15). Положим V ′2 = V ′\V ′1 .
Из определения WCI-графа следует, что для каждой вершины v ∈ V ′2 число

αΓ(v) делит d2.

Для каждой слабой вершины v графа Γ обозначим через τ(v) единствен-

ную вершину графа Γ, связанную с v ребром. Из определения WP-графа

следует, что либо αΓ(τ(v)) > αΓ(v), так что вершина τ(v) графа Γ является

сильной, либо αΓ(τ(v)) = αΓ(v), так что обе вершины v и τ(v) слабые. В по-

следнем случае вершины v и τ(v) вместе с соединяющих их ребром образуют
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связную компоненту графа Γ (заметим, что вершины v и τ(v) вместе с соеди-

няющим их ребром могут образовывать связную компоненту графа Γ также

и в том случае, когда вершина τ(v) сильная). Первый вид вершин мы будем

называть слабыми вершинами первого типа, а второй — слабыми вершина-

ми второго типа. В обоих случаях из определения WCI-графа следует, что

степени d1 и d2 делятся на αΓ(v). Обозначим через V ′′1 множество всех слабых

вершин первого типа, таких что τ(v) ∈ V ′2 , а через V ′′2 — множество слабых

вершин первого типа, таких что τ(v) ∈ V ′1 . Наконец, через Ṽ ′′1 и Ṽ ′′2 обозначим

множества слабых вершин второго типа, каждое из которых содержит ровно

одну вершину из каждой соединенной ребром пары вершин.

Положим

V1 = V ′1 ∪ V ′′1 ∪ Ṽ ′′1 , V1 = V ′2 ∪ V ′′2 ∪ Ṽ ′′2 .

Тогда для каждой вершины v ∈ V1 число αΓ(v) делит d1, и для каждой

вершины v ∈ V2 число αΓ(v) делит d2. Графы Γ1 и Γ2 являются WP-графами,

так как они являются полными подграфами WP-графа. Ни один из них не

содержит подграфа ∆(6, 10, 15); действительно, если один из них содержит

такой подграф, то ∆(6, 10, 15) также является подграфом графа Γ, и все

три вершины подграфа ∆(6, 10, 15) согласно нашей конструкции не могут

одновременно лежать в любом из подграфов Γi. Мы также видим, что число

lcm Γi делит di. Более того, если v ∈ V1 (соответственно v ∈ V2) является

слабой вершиной графа Γ, то τ(v) ∈ V2 (соответственно τ(v) ∈ V1). Это

значит, что графы Γ1 и Γ2 сами по себе не имеют слабых вершин, так как

любая слабая вершина графа Γi также является слабой вершиной графа Γ.

�

Пример 9.32. Пусть Γ является WP-графом, изображенном на рисунке 7.

Вершина этого графа с весом 7 является слабой вершиной первого типа, тогда

как две вершины веса 17 являются слабыми вершинами второго типа. Все

остальные вершины являются сильными. WP-граф Γ можно рассматривать
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как WCI-граф коразмерности 2 и бистепени (d, d), где

d = 2 · 3 · 5 · 7 · 17 = 3570.

Следуя доказательству леммы 9.31, можно построить множество V ′1 , состоя-

щее из вершин с весами 70, 15 и 6, множество V ′′2 , состоящее из вершины веса

7, и множества Ṽ ′′1 и Ṽ ′′2 , каждое из которых состоит из вершины веса 17, и

положить V ′2 = V ′′1 = ∅.

Следствие 9.33. Рассмотрим WCI-граф Γ коразмерности 2 и бистепе-

ни (d1, d2). Множество вершин V (Γ) является несвязным объединением

V (Γ) = V1 t V2, таким что ∑
v∈Vi

αΓ(v) 6 di.

Доказательство. Выберем множества V1 и V2 из леммы 9.31 и определим

подграфы Γ1 и Γ2 графа Γ как подграфы, множествами вершин которых

являются V1 и V2. Мы знаем, что di делится на lcm Γi. По следствию 9.27

имеем

di > lcm Γi > ΣΓi =
∑
v∈Vi

αΓ(v).

�

Пример 9.34. Пусть Γ — WP-граф, изображенный на рисунке 7, кото-

рый мы будем рассматривать как WCI-граф коразмерности 2 и бистепени

(3570, 3570), см. пример 9.32. Тогда в качестве Γ1 можно взять граф с двумя

связными компонентами, одной из которых является треугольник с вершина-

ми, имеющими веса 70, 15 и 6 вместе с соединяющими эти вершины ребрами,

а другой является единственная вершина с весом 17, тогда как в качестве

Γ2 можно взять граф с двумя связными компонентами, каждая из которых

является одной вершиной, одна с весом 7, а другая с весом 17.

Докажем теперь основную теорему параграфа.
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Доказательство теоремы 9.15. Рассмотрим взвешенное полное пересечение

X гиперповерхностей степеней d1 и d2 в P(w0, . . . , wn). Так как X гладко

и хорошо сформировано, по [PSh16a, Lemma 2.15] для каждого числа k и

каждого выбора k весов

wi1, . . . , wik, 0 6 i1 < . . . < ik 6 n,

наибольший общий делитель δ которых больше 1, существует k степеней

ds1
, . . . , dsk, 1 6 s1 < . . . < sk 6 2,

наибольший общий делитель которых делится на δ. В частности, любые три

веса wi1, wi2, wi3 взаимно просты.

Можно считать, что

1 = w0 = . . . = wp < wp+1 6 . . . 6 wn.

Определим WP-граф Γ следующим образом. Вершины графа Γ мы будем

обозначать через vp+1, . . . , vn, и две вершины vi и vj соединим ребром, если и

только если веса wi и wj не взаимно просты. Более того, положим αΓ(vi) = wi.

Легко удостовериться, что Γ является WP-графом. Более того, Γ является

WCI-графом коразмерности 2 и бистепени (d1, d2). По следствию 9.33 суще-

ствует два несвязных множества V1 и V2, таких что

V1 t V2 = [p+ 1, n]

и
∑

j∈Vi wj 6 di для i = 1, 2. Так как X является многообразием Фано, имеем

(9.35)
n∑
i=0

wj > d1 + d2,

см. [Do82, Theorem 3.3.4] или [IF00, 6.14]. Это значит, что к множествам V1 и

V2 можно добавить индексы единичных весов, то есть некоторые индексы из

множества [0, p] и образовать два несвязных подмножества S1 ⊃ V1 и S2 ⊃ V2
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множества {0, . . . , n}, так что
∑

j∈Si wj = di для i = 1, 2. Более того, так как

неравенство (9.35) строгое, получаем, что множество

S0 = [0, n] \ (S1 ∪ S2)

непусто. Все веса wi с индексами i ∈ S0 равны 1, так что неф-разбиение

{0, . . . , n} = S0 t S1 t S2

очень хорошее. �

Пример 9.36. Пусть X — полное пересечение двух гиперповерхностей сте-

пени 3570 в P(1k, 6, 15, 70, 7, 17, 17), где 1k означает вес 1, повторенный k раз.

Оно является хорошо сформированным взвешенным пересечением Фано, если

k достаточно велико (а X общее). Пример 9.34 дает хорошее неф-разбиение

для X. Для этого случая, конечно, существует много других хороших неф-

разбиений. Заметим, что если X достаточно общее, то оно гладкое.

Если X является гладким хорошо сформированным взвешенным пере-

сечением Калаби–Яу дивизоров Картье или коразмерности 1 или 2, следуя

доказательствам теоремы 9.10 и теоремы 9.15 можно показать, что для X

существует неф-разбиение, при котором I0 = ∅ в обозначениях определе-

ния 9.7. Построив двойственное неф-разбиение, мы получим многообразие

Калаби–Яу Y , зеркально двойственное к X, см. [BB96]. В той же самой ста-

тье доказана зеркальная симметрия чисел Ходжа для X и Y . А именно, для

многообразия V можно определить струнные числа Ходжа hp,qst (V ), которые

равны числам Ходжа крепантного разрешения многообразия V , если, конеч-

но, такое разрешение существует. Тогда для n = dimX = dimY выполнено

hp,qst (X) = hn−p,qst (Y ), если объемлющее торическое многообразие (в нашем

случае взвешенное проективное пространство) горенштейново.

Наконец, приведем возможный подход к доказательству гипотезы 9.1, про-

должающий доказательство теоремы 9.15. Если X является гладким хорошо
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сформированным взвешенным полным пересечением Фано коразмерности 3

или больше во взвешенном проективном пространстве P = P(w0, . . . , wn),

то возможно, что некоторые три веса wi1, wi2 и wi3 имеют общий делитель,

больший 1. Таким образом, построенный в теореме 9.15 WP-граф не дает пра-

вильного описания взвешенного проективного пространства P. Естественным

способом избежать этого является замена графа на симплициальный ком-

плекс, который будет помнить наибольшие общие делители произвольных

подмножеств весов wi в определении 9.16. Однако это приводит к комби-

наторным трудностям, которые нами пока не преодолены. Кроме очевидных

проблем, таких как эффекты для слабых вершин (которые может быть не так

просто контролировать) и возможно большее число исключений — аналогов

WP-графа ∆(6, 10, 15), есть и несколько менее очевидные (которые, правда,

легко преодолеть). А именно, нам необходимо иметь больше информации о

весах и степенях, которая дается [PSh16a, Lemma 2.15].

Пример 9.37. Рассмотрим полное пересечение X гиперповерхностей степе-

ней 2, 3, 5 и 30 в P(1k, 6, 10, 15), где, как и раньше, 1k означает вес 1, повто-

ренный k раз. Тогда X является хорошо сформированным полным пересече-

нием Фано, если k достаточно велико, а X общее. Заметим, что утверждение

[PSh16a, Lemma 2.15] выполнено для X. Однако легко видеть, что X гладко.

Более того, X не имеет неф-разбиения.

В любом случае легко видеть, что информация, которую мы можем по-

лучить из того факта, что взвешенное полное пересечение гладко, заметно

сильнее, чем информация, которую дает [PSh16a, Lemma 2.15]. Мы также

ожидаем, что комбинаторные сложности, с которыми придется столкнуться

при доказательстве гипотезы 9.1 предложенным выше способом, возможно

преодолеть.
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9.3. Четырех- и пятимерные гладкие взвешенные полные

пересечения Фано

Гладкие хорошо сформированные взвешенные полные пересечения Фано

размерностей 2 и 3 известны и хорошо изучены (см., к примеру, [IP99]), а их

торические модели Ландау–Гинзбурга изучены в настоящей работе. В этом

параграфе мы выпишем все неф-разбиения и соответствующие им слабые

модели Ландау–Гинзбурга для четырех- и пятимерного случая. Некоторые

из них имеют коразмерность больше 2, что дает еще одно свидетельство в

пользу гипотезы 9.1.

В таблице 4 и таблице 5 мы перечисляем неф-разбиения и соответству-

ющие им слабые модели Ландау–Гинзбурга для четырех- и пятимерных

гладких хорошо сформированных взвешенных полных пересечений Фано,

которые не являются пересечениями с линейными конусами (определения

см. в [PSh16a, §2]). Эти взвешенные полные пересечения классифицированы

в [PSh16a, §5], см. также [Kü97, Proposition 2.2.1], в котором первым был изу-

чен случай размерности 4. В первом столбце таблиц 4 и 5 находится номер

семейства в соответствии с [PSh16a, §5]. Второй столбец описывает взвешен-

ное проективное пространство, в котором лежит полное пересечение. Мы, как

и раньше, используем обозначение

(wk0
0 , . . . , w

km
m ) = (w0, . . . , w0︸ ︷︷ ︸

k0 раз

, . . . , wm, . . . , wm︸ ︷︷ ︸
km раз

),

где k0, . . . , km — произвольные положительные целые числа. Если некоторые

из чисел ki равны 1, мы их для простоты опускаем. В третьем столбце мы

приводим степени задающих полное пересечение гиперповерхностей. Четвер-

тый столбец описывает хорошие неф-разбиения; в общем случае их много,

но мы не различаем неф-разбиения, которые отличаются на перестановку

индексов, соответствующих одинаковым весам. В пятом столбце мы выпи-

сываем соответствующие слабые модели Ландау–Гинзбурга, полученные с
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помощью формулы (5.24). Мы исключаем из таблиц четырех- и пятимерные

проективные пространства, чтобы унифицировать наши таблицы с таблица-

ми из [PSh16a, §5].

N P Степени Неф-разбиения Слабые модели Ландау–Гинзбурга

1 P(13, 22, 32) 6,6
{0} t {1, 2, 3, 4} t {5, 6} (x1+x2+x3+1)6(y1+1)6

x1x2x2
3y

3
1

{0} t {1, 3, 5} t {2, 4, 6} (x1+x2+1)6(y1+y2+1)6

x1x2
2y1y

2
2

2 P(14, 2, 5) 10 {0} t {1, 2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+x4+1)10

x1x2x3x2
4

3 P(14, 22, 3) 4,6
{0} t {1, 2, 4} t {3, 5, 6} (x1+x2+1)4(y1+y2+1)6

x1x2y1y22

{0} t {4, 5} t {1, 2, 3, 6} (x1+1)4(y1+y2+y3+1)6

x2
1y1y2y3

4 P(15, 4) 8 {0} t {1, 2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+x4+1)8

x1x2x3x4

5 P(15, 2) 6 {0} t {1, 2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+x4+1)6

x1x2x3x4

6 P(15, 22) 4,4
{0} t {1, 2, 3, 4} t {5, 6} (x1+x2+x3+1)4(y1+1)4

x1x2x3y21

{0} t {1, 2, 5} t {3, 4, 6} (x1+x2+1)4(y1+y2+1)4

x1x2y1y2

7 P(16, 3) 2,6 {0} t {1, 2} t {3, 4, 5, 6} (x1+1)2(y1+y2+y3+1)6

x1y1y2y3

8 P5 5 {0} t {1, 2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+x4+1)4

x1x2x3x4

9 P(16, 2) 3,4
{0} t {1, 2, 3} t {4, 5, 6} (x1+x2+1)3(y1+y2+1)4

x1x2y1y1

{0} t {1, 6} t {2, 3, 4, 5} (x1+1)3(y1+y2+y3+1)4

x1y1y2y3

10 P6 2,4 {0} t {1, 2} t {3, 4, 5, 6} (x1+1)2(y1+y2+y3+1)4

x1y1y2y3

11 P6 3,3 {0} t {1, 2, 3} t {4, 5, 6} (x1+x2+1)3(y1+y2+1)3

x1x2y1y2

12 P7 2,2,3 {0} t {1, 2} t {3, 4} t {5, 6, 7} (x1+1)2(y1+1)2(z1+z2+1)3

x1y1z1z2

13 P8 2,2,2,2 {0} t {1, 2} t {3, 4} t {5, 6} t {7, 8} (x1+1)2(y1+1)2(z1+1)2(u1+1)2

x1y1z1u1
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N P Степени Неф-разбиения Слабые модели Ландау–Гинзбурга

14 P(15, 3) 6 {0, 1} t {2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+1)6

x1x2x3t1
+ t1

15 P5 4 {0, 1} t {2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+1)4

x1x2x3t1
+ t1

16 P6 2,3 {0, 1} t {2, 3} t {4, 5, 6} (x1+1)2(y1+y2+1)3

x1y1y2t1
+ t1

17 P7 2,2,2 {0, 1} t {2, 3} t {4, 5} t {6, 7} (x1+1)2(y1+1)2(y1+1)2

x1y1z1t1
+ t1

18 P(14, 2, 3) 6
{0, 1, 2} t {3, 4, 5} (x1+x2+1)6

x1x2
2t1t2

+ t1 + t2

{0, 4} t {1, 2, 3, 5} (x1+x2+x3+1)6

x1x2x3t21
+ t1

19 P(15, 2) 4
{0, 1, 2} t {3, 4, 5} (x1+x2+1)4

x1x2t1t2
+ t1 + t2

{0, 5} t {1, 2, 3, 4} (x1+x2+x3+1)4

x1x2x3t21
+ t1

20 P5 3 {0, 1, 2} t {3, 4, 5} (x1+x2+1)3

x1x2t1t2
+ t1 + t2

21 P6 2,2 {0, 1, 2} t {3, 4} t {5, 6} (x1+1)2(y1+1)2

x1y1t1t2
+ t1 + t2

22 P5 2 {0, 1, 2, 3} t {4, 5} (x1+1)2

x1t1t2t3
+ t1 + t2 + t3

Таблица 4: Четырехмерные гладкие взвешенные полные пере-

сечения Фано

N P Степени Неф-разбиения Слабые модели Ландау–Гинзбурга

1 P(15, 2, 3, 3) 6, 6

{0} t {1, 2, 3, 4, 5} t {6, 7} (x1+x2+x3+x4+1)6(y1+1)6

x1x2x3x4y
3
1

{0} t {1, 2, 3, 6} t {4, 5, 7} (x1+x2+x3+1)6(y1+y2+1)6

x1x2x3y1y
2
2

2 P(16, 5) 10 {0} t {1, 2, 3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+x4+x5+1)10

x1x2x3x4x5

3 P(16, 2, 3)

4, 6

{0} t {1, 2, 3, 4} t {5, 6, 7} (x1+x2+x3+1)4(y1+y2+1)6

x1x2x3y1y
2
2

{0} t {1, 7} t {2, 3, 4, 5, 6} (x1+1)4(y1+y2+y3+y4+1)6

x1y1y2y3y4

{0} t {1, 2, 6} t {3, 4, 5, 7} (x1+x2+1)4(y1+y2+y3+1)6

x1x2y1y2y3
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N P Степени Неф-разбиения Слабые модели Ландау–Гинзбурга

4 P(17, 4) 2, 8 {0} t {1, 2} t {3, 4, 5, 6, 7} (x1+1)2(y1+y2+y3+y4+1)8

x1y1y2y3y4

5 P6 6 {0} t {1, 2, 3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+x4+x5+1)6

x1x2x3x4x5

6 P(17, 2) 4, 4 {0} t {1, 2, 3, 4} t {5, 6, 7} (x1+x2+x3+1)4(y1+y2+1)4

x1x2x3y1y2

7 P(18, 3) 2,2,6 {0} t {1, 2} t {3, 4} t {5, 6, 7, 8} (x1+1)2(y1+1)2(z1+z2+z3+1)6

x1y1z1z2z3

8 P7 2, 5 {0} t {1, 2} t {3, 4, 5, 6, 7} (x1+1)2(y1+y2+y3+y4+1)5

x1y1y2y3y4

9 P7 3, 4 {0} t {1, 2, 3} t {4, 5, 6, 7} (x1+x2+1)3(y1+y2+y3+1)4

x1x2y1y2y3

10 P8 2,2,4 {0} t {1, 2} t {3, 4} t {5, 6, 7, 8} (x1+1)2(y1+1)2(z1+z2+z3+1)4

x1y1z1z2z3

11 P8 2,3,3 {0} t {1, 2} t {3, 4, 5} t {6, 7, 8} (x1+1)2(y1+y2+1)3(z1+z2+1)3

x1y1y2z1z2

12 P9 2,2,2,3 {0} t {1, 2} t {3, 4} t {5, 6} t {7, 8, 9} (x1+1)2(y1+1)2(z1+1)2(u1+u2+1)3

x1y1z1u1u2

13 P10 2,2,2,2,2 {0} t {1, 2} t {3, 4} t {5, 6} t {7, 8} t {9, 10} (x1+1)2(y1+1)2(z1+1)2(u1+1)2(v1+1)2

x1y1z1u1v1

14 P(14, 2, 2, 3, 3) 6, 6

{0, 1} t {2, 3, 4, 5} t {6, 7} (x1+x2+x3+1)6(y1+1)6

x1x2x
2
3y

3
1t1

+ t1

{0, 1} t {2, 4, 6} t {3, 5, 7} (x1+x2+1)6(y1+y2+1)6

x1x
2
2y1y

2
2t1

+ t1

15 P(15, 2, 5) 10 {0, 1} t {2, 3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+x4+1)10

x1x2x3x
2
4t1

+ t1

16 P(15, 2, 2, 3) 4, 6

{0, 1} t {2, 3, 5} t {4, 6, 7} (x1+x2+1)4(y1+y2+1)6

x1x2y1y
2
2t1

+ t1

{0, 1} t {2, 7} t {3, 4, 5, 6} (x1+1)4(y1+y2+y3+1)6

x1y1y2y
2
3t1

+ t1

{0, 1} t {5, 6} t {2, 3, 4, 7} (x1+1)4(y1+y2+y3+1)6

x2
1y1y2y3t1

+ t1

17 P(16, 4) 8 {0, 1} t {2, 3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+x4+1)8

x1x2x3x4t1
+ t1

18 P(16, 2) 6 {0, 1} t {2, 3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+x4+1)6

x1x2x3x4t1
+ t1

19 P(16, 2, 2) 4, 4

{0, 1} t {2, 3, 4, 5} t {6, 7} (x1+x2+x3+1)4(y1+1)4

x1x2x3y
2
1t1

+ t1

{0, 1} t {2, 3, 6} t {4, 5, 7} (x1+x2+1)4(y1+y2+1)4

x1x2y1y2t1
+ t1

20 P(17, 3) 2, 6 {0, 1} t {2, 3} t {4, 5, 6, 7} (x1+1)2(y1+y2+y3+1)6

x1y1y2y3t1
+ t1

21 P6 5 {0, 1} t {2, 3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+x4+1)5

x1x2x3x4t1
+ t1

22 P(17, 2) 3, 4

{0, 1} t {2, 3, 4} t {5, 6, 7} (x1+x2+1)3(y1+y2+1)4

x1x2y1y2t1
+ t1

{0, 1} t {2, 7} t {3, 4, 5, 6} (x1+1)3(y1+y2+y3+1)4

x1y1y2y3t1
+ t1

23 P7 2, 4 {0, 1} t {2, 3} t {4, 5, 6, 7} (x1+1)2(y1+y2+y3+1)4

x1y1y2y3t1
+ t1
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N P Степени Неф-разбиения Слабые модели Ландау–Гинзбурга

24 P7 3,3 {0, 1} t {2, 3, 4} t {5, 6, 7} (x1+x2+1)3(y1+y2+1)3

x1x2y1y2t1
+ t1

25 P8 2,2,3 {0, 1} t {2, 3} t {4, 5} t {6, 7, 8} (x1+1)2(y1+1)2(z1+z2+1)3

x1y1z1z2t1
+ t1

26 P9 2,2,2,2 {0, 1} t {2, 3} t {4, 5} t {6, 7} t {8, 9} (x1+1)2(y1+1)2(z1+1)2(u1+1)2

x1y1z1u1t1
+ t1

27 P(16, 3) 6 {0, 1, 2} t {3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+1)6

x1x2x3t1t2
+ t1 + t2

28 P6 4 {0, 1, 2} t {3, 4, 5, 6} (x1+x2+x3+1)4

x1x2x3t1t2
+ t1 + t2

29 P7 2,3 {0, 1, 2} t {3, 4} t {5, 6, 7} (x1+1)2(y1+y2+1)3

x1y1y2t1t2
+ t1 + t2

30 P8 2,2,2 {0, 1, 2} t {3, 4} t {5, 6} t {7, 8} (x1+1)2(y1+1)2(z1+1)2

x1y1z1t1t2
+ t1 + t2

31 P(15, 2, 3) 6

{0, 1, 2, 3} t {4, 5, 6} (x1+x2+1)6

x1x
2
2t1t2t3

+ t1 + t2 + t3

{0, 1, 5} t {2, 3, 4, 6} (x1+x2+x3+1)6

x1x2x3t1t
2
2

+ t1 + t2

{0, 6} t {1, 2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+x4+1)6

x1x2x3x4t
3
1

+ t1

32 P(16, 2) 4

{0, 1, 2, 3} t {4, 5, 6} (x1+x2+1)4

x1x2t1t2t3
+ t1 + t2 + t3

{0, 1, 6} t {2, 3, 4, 5} (x1+x2+x3+1)4

x1x2x3t1t
2
2

+ t1 + t2

33 P6 3 {0, 1, 2, 3} t {4, 5, 6} (x1+x2+1)3

x1x2t1t2t3
+ t1 + t2 + t3

34 P7 2, 2 {0, 1, 2, 3} t {4, 5} t {6, 7} (x1+1)2(y1+1)2

x1y1t1t2t3
+ t1 + t2 + t3

35 P6 2 {0, 1, 2, 3, 4} t {5, 6} (x1+1)2

x1t1t2t3t4
+ t1 + t2 + t3 + t4

Таблица 5: Пятимерные гладкие взвешенные полные пересечения Фано

Замечание 9.38. Множества I0, в обозначениях определения 9.7, построенные

в теореме 9.15, состоит из индексов, веса для которых равны 1. Однако неко-

торые гладкие хорошо сформированные полные пересечения могут допускать

и другие неф-разбиения, имеющие нетривиальные веса для множества I0, см.,

например, многообразия с номерами 18 и 19 в таблице 4 и с номерами 31 и

32 в таблице 5.

Вопрос 9.39. Видно, что многообразия с номерами 1, 3, 6, 9, 18, 19 из таб-

лицы 4 и с номерами 1, 14, 19, 22, 32 из таблицы 5 имеют по два различных
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неф-разбиения, тогда как многообразия с номерами 3, 16 и 31 из таблицы 5

имеют три различных неф-разбиения. Таким образом им соответствуют

два или три неф-разбиения. В [Li16] (см. также [Pri]) показано, что при

некоторых не очень сильных условиях модели Ландау–Гинзбурга типа Ги-

венталя для полных пересечений в горенштейновых торических многооб-

разиях, соответствующие различным неф-разбиениям, бирационально изо-

морфны. Верно ли это для полных пересечений во взвешенных проективных

пространствах?

Замечание 9.40. Для слабых моделей Ландау–Гинзбурга, перечисленных в

таблицах 4 и 5, по теореме 5.25 выполнено торическое условие. Большин-

ство из них является полным пересечением в обычных проективных про-

странствах, так что по теореме 5.19 для них выполнено и условие Калаби–

Яу, что значит, что они являются торическими моделями Ландау–Гинзбурга.

Более того, условие Калаби–Яу может быть проверено и для некоторых

других многообразий: для многообразия с номером 18 из таблицы 5, ис-

пользуя метод из теоремы 7.24, а для многообразий с номером 18, 19 (для

второго неф-разбиения), 22 (для первого неф-разбиения), 27, 32 (для обо-

их неф-разбиений) из таблицы 5 следуя доказательству теоремы 5.19, так

как соответствующие многогранники Ньютона рефлексивны. Это показыва-

ет, что соответствующие многочлены Лорана являются торическими моделя-

ми Ландау–Гинзбурга.

Вопрос 9.41. Верны ли аналоги теоремы 3.33 и теоремы 7.24 для взвешен-

ных полных пересечений Фано, обладающих хорошими неф-разбиениями?
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